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ERRATA-CORRIGE DEL VOLUME PRIMO. 



pag. rV, Introduzione viltìma linea «Idraulica leggasi Idrodinamica 

pag I, linea 5^ salendo «e il tempo / leggasi e ^ il tempo 

pag. 3, formoU (5), leggasi (fj,\x^ , x^ y ... , x^ , t) = o 

pag. IO, linea 24 «equazione leggasi equazione del movimento 

pag. 13, linea io, a seguito della parola velocità v aggiungasi «di circolazione so- 
praindicata, ben diversa da quella 

pag. 19, linee 33, 35, alle parole tangenziali sostituire totale 

pag. 20, linee 3, 9, idem correzione 

pag. 22, linee 31, 32, sopprimersi le parole «parimenti / è la projezione di 7 stan- 
techè dv è h projezione dì dV 

pag. 29, equazione (3), prima oriz. del determinante, leggasi x ol\ a^ %> 

pag. 34, espressione (34), pel divisore leggasi 2m\ 

pag. 41, espressioni (io), 2^ termine di «21» ^^ig<^^i -{- sen f cos 4^ cos 6 

P^g* 49> l*indice (43) delia formola precedente al $ 37 leggasi (42) 

pag. 53, linea 28, a seguito della parola rotazione aggiungasi (5 35), 

P^g* 75> ^Q^ i^» sopprimersi il di precedente ad O 

P^g* 7^> ^^ 24» invece di 5 39 leggasi 5 30 

pag. 80, linea 24, per l'equazione a ^ . . . , si faccia distinzione tra a dinotante l'ac- 
celerazione e quella che designa il semigrandasse della trajettoria 

pag. 103, linea 30, invece di OX leggasi OX^ 

pag. no, linea 15, invece di (43) leggasi (42) 

pag. 129, linea 20, al rapporto F" :F si sostituisca ftf : P 

pag. 206, linea 5, invece di ^(Xj) leggasi 4'(^i) 

pag. 207, linea 12, alle parole «del raggio vettore sostituiscansi «dell'arco limitante 

pag. 217, fìg. 68, il punto G erroneamente è segnato sulla curva, dev'essere all'in- 
terno sul prolungamento dì QD 

pag. 220, prima linea, invece di d^ leggasi d* 



II ERRATA-CORRIGE DEL VOLUME PRIMO. 

pag. 232, linea 10, ai fattori r' sen' devonsi sostituire r^ seti' 0, quindi devonsi 
correggere la forinola (14) e le altre di seguito sino all'ultima della pag. 233, 
a doversi correggere 

pag. 268, linea 4> l^gé^^i corrbpondono 
» » formola (10) a (, sostituiscasi n ;, 

» » formola (a) al segno / si sostituisca I 

J o 9/0 

pag. 279, penultima linea, leggasi dalla 

pag. 286, equazioni (a), (3), (4), si cambino i segni ai secondi membri 
pag 299, linea 19, nella seconda equazione a luogo di a^^ leggasi a?^ 
pag. 300, linea 3, idem correzione per la prima e terza equazione 
» » linea 5, idem correzione al divisore deiresponente di e nel secondo membro 
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PRINCIPn E FORMOLE FONDAMENTALI SULL'EQUILIBRIO. 



L — Prime nozionL 

206. La parte della Meccanica, nella quale si studiano le condisdoni 
che devono soddisfare le forze applicate ad un corpo, afiinchè Tequilibrio 
esista, si chiama Statica. Essa è la parte più antica della Meccanica, ri- 
montando ad Archimede che ne ha dato il primo principio, quello cioè 
della leva, nel suo libro de JEquiponderantihus. 

Allorché le forze applicate ad un corpo si neutralizzano scambievol- 
mente, sicché non modificano le condizioni preesistenti, o di moto o di 
quiete del corpo, si dice che esse si fanno equilibrio, ovvero che il corpo 
sotto Vaxjone di quelle forj^e t in equilibrio; perciò se primitivamente era 
in riposo, resterà in tale stato anche dopo l'applicazione delle forze, e 
se si trova in moto, proseguirà nelle idendche condizioni; potrà anche 
avvenire che il corpo in moto per effetto di certe forze, sia fermato e 
ridotto al riposo per Tapplicazione di altre forze, in tale caso si dirà che 
le nuove for^e e le prusistenti si fanno equilibrio. 

In ogni caso é evidente che per aver luogo Tequilibrio tra le forze 
agenti sopra un corpo, l'una qualunque deve contrabbilanciare tutte le 
altre, conseguentemente dev*essere eguale e direttamente opposta alla ri- 
sultante di quest'ultime; sicché, se a tutte le forze applicate al corpo è 
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sostituibile unica forza, o risultante R, la condizione necessaria e suffi- 
ciente pel suo equilibrio è che questa risultante sia nulla ; e se sono so- 
stituibiliy come sappiamo pei sistemi invariabili, unica forza R, ed una 
coppia C (§ 112 e seg.), per Fequilibrio evidentemente occorre che siano 
nulle ad un tempo e la forasi R, t Va\xont della coppia C, ossia il suo 
momento G. 

Le condizioni d'equilibrio possono trarsi anche dal principio, che 
sarà specificato più innanti, cioè d'esser nulla la somma dei lavori virtuali 
di tutte le for^fi per uno spostamento infinitamente piccolo fatto subire al 
corpo, arbitrariamente se libero, o compatibile coi legami cui si trova sot- 
toposto se vincolato. 

Intanto fa d'uopo una distinzione rilevante cioè, se il sistema mate- 
riale sottoposto all'azione delle forze sia libero, ovvero vincolato da osta- 
coli restringenti i possibili movimenti alla cessazione dell'equilibrio. 

207. Un punto materiale è libero, se gli si possa attribuire indiffe- 
rentemente tale posizione che si vorrà nello spazio, e farlo passare da 
una posizione ad altra per cammino affatto arbitrario; se sia altrimenti, 
il punto non sarà libero, e si dirà sottoposto a legami. Per esempio, se 
stia attaccato ad una estremità M di un filo inestensibile, di cui l'altra 
estremità è fissata ad un punto immobile, il punto materiale non potrà 
allontanarsi dal punto fisso più della lunghezza del filo, quindi è obbli- 
gato a restare o nell'interno della sfera, che ha per centro, ed M 
per raggio, ovvero ad aggirarsi su questa sfera ; e se al filo Af si so- 
stituisce una spranga rigida articolata in 0, la libertà del punto Af sarà 
ancora più ristretta, giacché potrà soltanto muoversi sulla predetta sfera ; 
allorché il punto materiale sia collocato all'estremità comune Af di due 
spranghe rigide OM, 0' M articolate ai punti fissi 0, 0', questo doppio 
legame l'obbliga a mantenersi sulle sfere descritte coi punti 0,0' per 
centri, e coi raggi OAf, O'Af, quindi dovrà trovarsi sul circolo, che è 
la comune intersezione delle menzionate due superficie. 

Da questi esempi emerge che un punto mobile può trovarsi sotto- 
posto a tre specie principali di legami cioè : od essere racchiuso in una 
por:^onc limitata dello spaTiio, costretto ad aggirarsi sopra una superficie, 
od obbligato a scorrere sopra una linea. 

I punti di un sistema materiale possono altresì essere sottoposti a 
legami, che ne vincolano i loro movimenti possibili; se trattasi, p. e., di 



CAP. I. — PRINCIPn E FORMOLE FOKDAMEKTALI SULL*EQ.UILIBRIO. 3 

un solido che abbia due punti fissi, esso non potri che girare attorno 
la retta congiugente i punti fissi, ogni punto fuori di questa retta dovrà 
trovarsi sulla circonferenza del cerchio, il cui piano è perpendicolare alla 
predetta retta (assejy il centro su quest'asse, ed il raggio eguale alla per- 
pendicolare tirata dal punto considerato all'asse; e se del solido vi sia 
soltanto un punto fisso, allora ogn'altro sarà obbligato a muoversi sopra 
la sfera avente il punto fisso per centro, ed il raggio eguale alla distanza 
del punto in considerazione; talvolta alcuni punti del sistema possono 
muoversi sopra date superficie, mentre altri sieno obbligati a scorrere su 
date linee; ecc. 

Si comprende pertanto cosa siano i legami, ai quali possa essere co- 
stretto un dato sistema materiale; il loro carattere comune consiste nel 
restringerne i movimenti possibili, che il sistema prenderebbe senza tali 
ostacoli, e la Statica si avvale spasso del seguente principio : 

Quando un sistema materiale t in equilibrio^ vi si può introdurre quei 
legami che più piace. 

Infatti, l'introduzione dei nuovi legami vale ad impedire i movi- 
menti, che potrebbe prendere il sistema se l'equilibrio cessasse; ma per 
ipotesi egli è in equilibrio, e non tenderà perciò a spostarsi, l'aggiunta 
dunque di altri legami varrà soltanto ad assicurare viemmaggiormente il 
suo equilibrio. 

C 1 a u s i u s ha distinto gli ostacoli, interposti fra i punti di un sistema, 
con gli aggiunti di unilaterali e bilaterali, secondochè l'ostacolo fra due 
punti si oppone al movimento relativo in un senso, lasciandolo libero 
nell'altro, ovvero che il movimento sia impossibile in ambedue i versi. 
Un esempio del primo si ha quando i due punti sono legati per un filo 
flessibile ed inestensibile, giacché posti in guisa che il filo sia teso, essi 
non potranno allontanarsi maggiormente, potranno però ravvicinarsi l'uno 
all'altro ; un esempio del secondo è allorquando i due punti sieno legati 
per una linea rigida, dappoiché non potranno né avvicinarsi, né allon- 
tanarsi scambievolmente. 

208. In realtà non esistono legami, essi sono fittizi; in namra non 
possono trovarsi che punti sollecitati da forze, le quali valgono talvolta 
a mantenerli immobili, od obbligarli a speciali movimenti ; in conseguenza 
ai legami possono sempre sosdmirsi le forze equivalenti, e considerare 
quindi i punti del sistema come interamente Uberi Supponiamo, p. e., che 
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un punto materiale Af possa scorrere liberamente sopra una superficie S, 
e sia sollecitato da una forza F data in grandezza e direzione, se vi è 
equilibrio neUa posizione particolare dove si trova il punto, egli è che la 
superficie 5 esercita sullo stesso un'azione eguale e contraria alla forza F, 
e questa forza — F, equivalente alla reazione della superficie S, può te- 
nere luogo del legame dovuto alla stessa. 

Oltre delle forze esteriori ed interiori, che agiscono sul sistema in 
considerazione, debbonsi comprendere le forze sostituibili ai legami, se il 
sistema materiale non sia composto di punti affatto liberi, e queste forze 
possono essere altresì interiori od esteriori; per esempio, se due punti 
del sistema sono riuniti mediante un'asta rigida, le forze che tengono 
luogo di questo legame sono le tensioni o le pressioni dell'asta applicata 
nello stesso tempo ai due punti, e queste sono for^e interiori scambievoli ; 
al contrario, se il solido ha due punti fissi, le forze ad essi sostituibili 
sono le reazioni dei niedesimi, perciò sono for:^ esteriori. 

209. Allorché un punto M è costretto a scorrere sopra una super- 
ficie fissa 5^ la forza F che può rimpiazzare questo legame è una forza 
applicata al punto materiale, e può decomporsi in due, l'una N normale 
alla superficie, e l'altra T diretta nel piano tangente; quest'ultima è la 
forza di attrito, che è tanto minore per quanto più levigata si trova la 
superficie, e supposto che la medesima sia puramente geometrica, Tsarà 
rigorosamente nulla, cioè a dire la reazione totale della superficie sarà 
diretta secondo la normale condotta pel punto occupato dal mobile. 

In una superficie geometrica, quale s'immagina d'ordinario in Mec- 
canica razionale, non v'è attrito ; essa restringe la liberti del punto ma- 
teriale che la percorre in dò soltanto, che non possa allontanarsi in 
niun verso dei due aspetti della superficie, ma che non soffre alcun osta- 
colo allo scorrimento tangenziale ; la reazione che la superficie esercita è 
dunque tutta nel senso della normale, perciò la sua direzione è cono- 
sciuta, ma la sua grandezza e il senso in cui agisce si dovrà determinare 
per ogni posizione del mobile. Se il punto materiale si trova soltanto 
posato, invece di essere completamente legato alla superficie, questa in 
tal caso non può opporre resistenza che da un solo aspetto, e conse- 
guentemente dall'altro aspetto il punto materiale potrà essere levato senza 
ostacolo di sorta. 

Si tratterà analogamente il caso in cui il punto materiale è obbligato 
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a scorrere sopra una linea, cioè a dire si scomporrà la reazione esercitata 
dalla linea secondo la tangente nel punto occupato dal mobile, ed in di- 
rezione perpendicolare ad essa tangente; la prima componente è la re- 
sistenza di attrito, che la curva materiale oppone allo scorrimento del 
mobile, ed è nulla allorché si suppone la curva puramente geometrica; 
la reazione in senso normale, sia parziale o totale secondo le due specie 
di curve menzionate, non sarà conosciuta né in intensità né in direzione, 
quando la curva è storta, dappoiché in ciascun punto della curva vi sono 
infinite direzioni perpendicolari alla tangente, si sa solamente che essa 
é compresa nel piano normale alla curva, salvo in ogni caso speciale a 
determinarne la sua particolare posizione. 

n. — Principio delle velocità virtuali, o dei lavori virtuali. 

210. Velocità virtù all — Le leggi della Statica sono fondate su 
prindpii generali, che si può ridurre a tre (Lagrange, Mecc. analitica, 
pag. I e seg.) : quello della leva, V altro della composì:^one delle jorxp, ed 
il principio delle velocità virtuali. 

Consideriamo un corpo, o sistema di punti materiali, in una certa 
posizione d'equilibrio, se gli si dia uno spostamento infinitamente piccolo, 
i differenti punti percorreranno cammini infinitamente piccoli, i quali 
non sono arbitrari per ciascun punto, giacché devono soddisfare alle con- 
dizioni dei legami; l'insieme di questi movimenti infinitamente piccoli, 
possibili con le cannate condizioni, si é denominato sistetna di velocità 
virtuali, perchè originariamente si sono considerate in ispecie le difierenti 
velocità di questi movimenti simultanei ; ed il principio delle velocità vir- 
tuali consiste in ciò, che le jorTS ^^^^ i^ equilibrio allorché siano tra loro 
in ragione inversa delle rispettive velocità virtuali, stimate secondo le dire- 
zioni delle stesse forx?. 

Od altrimenti, e con maggiore generalità : 

Se un sistema qualunque di punti, tanti che siano a piacimento, sol- 
lecitati ciascuno da forze qualsiansi, é in equilibrio, e che gli si dà un 
movimento piccolissimo qualunque, in virtù del quale ciascun punto per- 
corre uno spazio infinitamente piccolo, che esprimerà la sua velocità 
virtuale, la somma delle for^^e moltiplicate ciascuna per lo spazio, che il 
punto a cui essa t applicata percorre secondo la direzione della stessa forxfl, 
sarà sempre eguale a %fro, riguardando come positivi i piccoli spa:;i per* 
forsi nd senso dclU jori^f, e com rugativi quelli percorsi in senso opposto. 
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Denominato momento di una jùr%a il prodotto della stessa per la 
sua velociti virtuale, la formola generale della Statica consiste dunque 
ntW tgua^ianxfl d ^tro della somma dei momenti di tutu le jorxp. 

Questo principio fu impiegato la prima volta da Galileo nella teoria 
di alcune macchine semplici, poscb da W a 1 1 i s nelb sua Meccanica, Car- 
tesio si servi di una regola che rientra in quella di Galileo, ma è stato 
Giovanni Bernoulliil primo che ne abbia riconosciuto la grande gene- 
ralità; questo stesso principio ha dato luogo in seguito a quello, che 
Maupor tuis ha proposto col nome di Legge del riposo, e che Eulero di 
poi ha sviluppato maggiormente, e reso più generale; infine, è anche Io 
stesso principio che servi di base a quello dato da Courtivron nelle Me- 
morie deir Accademia delle Scienze di Parigi nel 1748-49 (ved. Mecc. anal.). 

« Ed in generale, io credo (ha soggiunto Lagrange) potere asse- 
« rire che tutti i principii generali, che si potranno forse ancora scovrire 
« sulla scienza dell'equilibrio, non saranno che lo stesso principio delle 
« velociti virtuali guardato differentemente, e dal quale non differiscono 
« che nella espressione. Esso non solamente è assai semplice e generale, 
« ha inoltre il vantaggio prezioso ed unico di potersi tradurre in una 
« formola generale, la quale racchiude tutti i problemi che si possono 
« proporre sull'equilibrio dei corpi. » 

211. Dei lavori virtuali. — Il principio delle velocità virtuali, cosi 
incisivamente significato da Lagrange, è stato di poi tradotto in quello 
denominato dei lavori virtuali, che fu menzionato infine del § 206. 

Si chiama spostamento virtuale di un punto uno spostamento infini- 
tamente piccolo che gli sìa dato, arbitrariamente se sia libero, o compa- 
tibile coi legami del sistema di cui fa parte, e differente in generale da 
quello che prenderebbe realmente per Fazione delle forze che lo solleci- 
tano al movimento se fosse libero. Gli spostamenti virtuali quindi sono 
indipendenti dal tempo, e si designano con &, rìserbando la caratteristica 
differenziale d per gli spostamenti reali avvenuti nel tempo dt. 

Dicesi lavoro virtuale di una for:^a, il prodotto della stessa per lo 
spostamento virtuale del punto di applicazione stimato secondo la dire- 
rione della forza, perciò è il prodotto della forza, dello spostamento vir- 
tuale, e del coseno dell'angolo tra questo e la direzione della forza, sicché 
dinotati F la forza, is lo spostamento virtuale, x l'accennato coseno, si 
ha pel lavoro anzidetto; 
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(i) Fxi^X« = ^^XF«, 

donde si rileva che è eguale altresì al prodotto dello spostamento virtuale 
per la projezione della forza sulla direzione dello stesso. H bvoro virtuale 
è dunque suscettibile del segno -{- o — , secondochè la forza e lo spo- 
stamento formano un angolo acuto od ottuso, ed è nullo quando lo 
spostamento è perpendicolare alla direzione della forza, massimo allorché 
coincide con essa direzione; si può applicare perciò ai lavori virtuali 
tuttodò che fu stabilito nei ^^ 132, 133 intorno ai lavori elementari, 
che sono espressi per analoghe formole, ed in ispecie: 

a) Se più forze agiscono sopra un punto materiale, il lavoro vir- 
tuale della risultante è eguale alla somma algebrica dei lavori virtuali per 
lo stesso spostamento delle forze componenti. 

b) Decomposta la forza R sollecitante un punto materiale ^ in n forze 
Fj (i = 1 , 2, . . • «), e lo spostamento virmale is dì A in m sposta- 
menti virtuali e^ (fe = 1 , 2, . . . , m) compatibili coi legami, il lavoro virtuale 
di J{ è la somma algebrica di tutti i lavori virtuali, che si ottengono com- 
binando successivamente ciascuna delle n forze Fj^ con ognuno degli tn 
spostamenti t^^ . 

e) Riferiti il punto ^ e le forze a tre assi coordinati ortogonali, 
rispetto ai quali sieno x^ (i =■ i, 2, 3) le coordinate di A, ed X. le 
componenti di una forza F allo stesso applicata, poiché 



X S 



X, 



*-I.T'f7' 



il sommatorio 2! ^teso ad ì = i, 2, 3, per l'espressione (i) del lavoro 
virtuale, come per la (3) del S ^33> viene 

(2) FoLÌs = XXi^x,. 

d) Se si riferiscono il punto d'applicazione e le forze ad un tetraedro, 
designati >. , X| (i= i, 2, 3, 4) i seni degli angoli che le direzioni 
della forza F e dedlo spostamento is formano rispettivamente con le 
facce 5; del tetraedro, avendosi perciò per le componenti X. della forza 
F, e le Sx. dello spostamento is, in direzioni perpendicolari alle dette 
facce, le relazioni X. = F.\, ix. = S j. V., e stante la formola richiamata 
°cl S 5^> P^^ coseno a dell'angolo tra le direzioni di F e S^ viene la se- 
guente espressione del lavoro virtuale 

(3) Fc^is = - -J^-^DUB.B.iX^ix, + X,ix,), 
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il sommatorio X ^ estendersi col porre pel gruppo h k degrindid tutte 
le combinazioni binarie semplici dei numeri i, 2, 3, 4. 

Si ha pure, in forza della formola (7) del § 136, Tespressione 

Foiis = ZX.Sx, - Z(X,Sx^ + X,iX,) cosZ).,, 

i sommatori essendo estesi come fu indicato nel citato §, però per la 
forma è a questa preferibile la precedente. 

212. Dicesi spostamento virtuale di un corpo, o sistema di punti ma- 
teriali, uno spostamento infinitamente piccolo, che si possa fare subire a 
tutti o parte dei suoi punti, compatibilmente alle condizioni dei legami. 
Ciò posto, essendo My(v = i, 2 , ... , ») gli « punti del sistema ma- 
teriale in considerazione, sottoposti rispettivamente alle forze F^, ed a 
certe condizioni (come p. e. d^essere obbligati a rimanere su date super- 
ficie, o di mantenersi a distanze invariabili gli uni dagli altri, ecc. ecc.), 
e supposto che tutto il sistema sia trasportato dalla posizione attuale ad 
altra infinitamente vidna, sodisfacente a tutte le condizioni date, per ogni 
forza il lavoro virtuale va espresso per la formola (i), o per le (2), (3), 
quindi per Finterò sistema il lavoro totale T è 

(4) T = ZFSia, 

dovendosi in ogni caso rimettere ad F, S 5, a l'indice v, ed estendere il 

sommatorio a v == i, 2 , . . . , «. 

Si esprimerà altresì per Tuna delle formole seguenti : 



(5) T=y\:xj 



x„, 



v»> 



esteso il primo sommatorio av=i,2,,..,«, e con ciascuno di que- 
sti valori si estenderà il secondo 2! ^^ i =1, 2, 3, essendo il sistema 
riferito a tre assi coordinati ortogonali ; ovvero, se è riferito ad un tetra- 
dro fondamentale, si ha 



(6) T = - -^2:X^»^»^»(^v»'^*v» + XjxJ, 



il primo sommatorio valendo per v = i, 2 ,...,«, e con ognuno di 
questi valori sarà esteso il secondo sommatorio dando al gruppo h k de- 
gl'india tutte le combinazioni binarie semplici dei numeri i, 2, 3, 4. 

Ora, affinchè tutte le forze F^ si facciano equilibrio sul dato sistema, 
bisogna e basta che sia nulla la somma dei lavori virtuali, cioè a dire 
che il lavoro totale T di esse forze sia nullo per ogni spostamento vir- 
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tuale del sistema ; in ciò consiste il principio dei lavori virtuali per l'equi- 
librio di un corpo, che noi adotteremo in proseguo, principio che a mu- 
tate locuzioni è lo stesso delle velocità virtuali; laonde, uniformandoci 
alle designazioni usuali, si ha per l'equazione generale d'equilibrio: 

(7) lPM. = o, 

P^(v == I, 2 , . . . , ;i) essendo le forze agenti su ì vari punti del sistema, 
^Pv S^ spostamenti virtuali di essi punti, stimati secondo le direzioni delle 
forze. 

Intanto è da osservare che, divise le forze agenti su i differenti punti 
in due classi, le for:^e direttamente applicate e le for^e dei legami, la somma 
dei lavori virtuali della seconda classe è nulla, come si dimostrerà più 
innanti, quindi il principio di cui si tratta si enuncia nel modo seguente : 

La condizione necessaria e sufficiente per V equilibrio di un sistema è che, 
per ogni spostamento virtuale dello stesso compatibile coi legami, la somma 
dd lavori virtuali delle for^e direttamente applicate sia nulla. 

ni. — Lavori virtuali delle forze dei legami. 

213. Azione e reazione tra due punti materiau. — Allorché un 
punto A eserdta una certa azione sopra altro punto By questo viceversa 
ne esercita altrettanta sul primo, sicché le due forze scambievoli dirette 
secondo -4 5 sono sempre eguali ed opposte; da Newton, che primo 
rilevò questa legge naturale, "furono denominate a:^one l'una, reazione 
l'altra, diguisaché si enuncia il principio : la reaT^ione è eguale e contraria 
alVa^ione. 

Valutiamo la somma T dei lavori virtuali delle predette forze scam- 
bievoli, supponendo che i due punti sieno riferiti ad un tetraedro fonda- 
mentale (§§ 3, 4); dinotiamo x] (i = i, 2, 3, 4) le coordinate di A, 

ed x'I quelle di B, p la loro distanza ABy f l'azione scambievole, e per 
uno spostamento virtuale sia S5' quello di Ay S5" l'altro di B, avendosi 
perciò : 

(a) T =/[Sj'cos(Zb; Si') + S5"cos(BZ, is")]. 

Designati >. , V.y X! ì seni degli angoli, che le direzioni di 
ABy is'y ^s" formano rispettivamente con le facce B. del tetraedro fon- 
damentale, dalle seguenti espressioni ricordate nel § 56 : 

F. Caldarbra. — Mtccénicé, voi. li. a 
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i8 rcos(AB, is') = - I.OUB,B,(\,V, + >»>;) , 

18 rcos(n, ìis") = + I,DUB,B,(\ri + \vo, 

moltiplicandole rìspettìvamente per is' , is", ed osservato che 

•k'.is' = ix'„ -k'iis" = ^x';, 
si ricava per addizione 

18 r[is' cos (AB, is') -f- Si" cos (BA, is")] 
= - ZDUB,B,[k,(^^x', - ix'O + >.(S*; - Sx'O] ; 

e di quest*equazione moltiplicata per p, rilevato che p ^^ = xj — x! , con 
riguardo alla (a) del citato § 56, il secondo membro si trasforma in 

-XDlB,B,[(xi-x'O(K-^x'0+(x:-=c'0iK-Kl]=^iT'(^?> 
in conseguenza dalla surriferita (a) risulta 

il segno — precede ad / se trattasi di forze attrattive, il -{- trattandosi 
di forze repulsive. 

Da questo risultato s'inferisce immediatamente che in riguardo ai 
solidi, essendo $p = o pei vari punti a due a due considerati, la somma 
dei lavori virtuali delle forze scambievoli è nulla. 

214. Consideriamo adesso la coesistenza di condizioni qualunque dei 
legami, espresse per equazioni tra le coordinate degli stessi punti, e dino- 
tate simbolicamente L^ = o ((t = i, 2, . . . , m), essendo m il numero 
delle condizioni , e se nelle medesime entra esplicitamente il tempo t, 
nella considerazione degli spostamenti virtuali tale quantità dovrà rite- 
nersi costante. 

Lemma. — Siano r^ le distanze di un punto mobile M da n punti 
fissi A^(k^iy2y . . . , «), ed /(fj , ''a > • • • > O ^"^ funzione qualunque 
finita e continua di esse distanze, l'equazione 

(2) /(r,, ^, ..-, = 

rappresenta una superficie 5 luogo del punto mobile M, e la normale a 
questa superficie in M sarà la risultante di segmenti eguali ai valori 

delle n derivate -7^, portati rispettivamente sulle MA^ nel senso di 

questi raggi, od in verso opposto, secondochè le derivate sieno positive 
o negative. 
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Infatti, dinotiamo x. le coordinate di M, a^. quelle dei punti A^^, 
rapportati ad una terna di assi ortogonali, fra le stesse e le Tj^ hanno 
luogo le relazioni seguenti: 

in cui ct^. dinota i coseni degli angoli che il raggio MAj^ forma con gli 
assi coordinati ; d'altro canto per la /, considerata quale funzione delle 
X., si ha 

^^^ dx, -^dr.'dx, ~^dr, ''' 

nella quale equazione si porrà successivamente i=i, 2, 3, e per ogni 
valore di quest'indice si estenderà il sommatorio ^ a k= 1, 2, ...n; 
ora, se con N si designa una lunghezza della normale in M alla super- 
ficie 5 definita per l'equazione 

il sommatorio esteso ad i = i, 2, 3, e che diciamo la normale in M, 
se dinotiamo v^ i coseni degli angoli che essa forma con gli assi coor- 
dinati, talmentechè si ha 

il segno ^ con i = i, 2, 3 esteso come fu indicato per la (3), questa 
relazione (5) manifesta che la projezione della indicata lunghezza N su 
ciascuno degli assi coordinati è eguale alla somma algebrica delle proje- 

noni sullo stesso asse dei segmenti rappresentanti le derivate -p-; la (4) 

k 

dunque, unitamente ad essa relazione (5), dimostra il lemma sopra- 
enunciato. 

215. Premesso lo stesso, si consideri un sistema materiale composto 
da n punti My(v = i, 2, . . . , n), in una posizione d'equilibrio, e si rife- 
riscano i medesimi a tre punti fissi ^^(jb = i, 2, 3) mediante le di- 
stanze Tyn,, essendo v l'indice distintivo del punto in considerazione del 
sistema, ed h quello dei punti fissi ai quali è rapportato, avendosi un'e- 
quazione dei legami dinotata 

(0 f(rii9 ^a, ^j, ^,, ^a> f»y9 . . .) = , 

più brevemente L^ = o, vediamo quali sieno le forze alla stessa sosti- 
tuibili 
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Riguardiamo come immobili tutti i punti del sistema, ad eccezione 
di un solo Mg, allora l'equazione (6) non comprenderà altre variabili 
che le coordinate r^j, di detto punto, e rappresenterà perciò una certa 
superficie 5,, sulla quale il punto M, possa aggirarsi; affinchè il mede- 
simo resti in equilibrio, bisogna evidentemente che la forza che lo solle- 
cita sia normale alla 5^ , e le sue componenti secondo le tre direzioni 
Afg Aj, y in virtù del lemma precedente, saranno espresse per le formole : 

(*) ^«JT' ^'JF' ^'JT* 

considerati successivamente come mobile ogni altro punto del sistema e 
fissi tutti gli altri, per l'equilibrio di tale punto la forza che lo sollecita 
dev'essere la risultante di tre componenti espresse per le (i) con porre 
per e quel numero distintivo del punto in considerazione, diguisachè posti 
per e in dette formole (b) i valori i, 2, ...,«, si dedurranno l'espres- 
sioni di n terne di forze, da ciascun punto del sistema dirette ai punti 
fissi Aj^. 

L'immobilità di questi si può sopprimere, applicando agli stessi in 
senso opposto le forze anzindicate agenti sugli n punti del sistema, che 
provengono dal legame significato per l'equazione (6), cioè a dire appli- 
cando ad A^ le forze espresse per 

II 21 *^ ' ni 

dirette da A^ verso i punti Af ^ , Af^ , . . . , Af^ , similmente pei punti 
A^, A^l ed affinchè il punto A^ , diventato libero, rimanga in equilibrio, 
bisogna che queste forze (e) allo stesso applicate si compongano in una 
sola, perciò dovranno sussistere l'eguaglianze \ = \=z ... =\, con- 
seguentemente le cennate forze agenti sul sistema, sostituibili al legame 
espresso per la (6), sono le anzindicate che derivano dalle» (F) ponendo 
per tutti X in luogo di \y \ , . . . , \. 

Adunque, invece del legame espresso per detta equazione L, = o, 
si può supporre applicate a ciascun punto M^ del sistema la terna di forze 

•* ' VI •* ' Va •* ' V} 

dalla quale si dedurranno le terne relativamente a tutti i punti ponendo 
successivamente v == i, 2, . . . , n. 

Intanto per la L^ considerata come funzione delle coordmate x^^ dei 
punti Afy| avendosi: 
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poiché j^ designa i coseni degli angoli, che le tre distanze r^^ for- 



dx , 

di 
mano con l'asse OX^, ne deriva che ^;t— ^ esprime la somma algebrica 

Vi 

j r j r 

delle projezioni sul detto asse delle forze (d) ; parimenti > -j — - , ^ -j — - 

sono rispettivamente le somme algebriche delle projezioni delle stesse 
forze (^d) su gli altri due assi OX^, OX^. 

Tutto ciò ha luogo egualmente se fra i punti del sistema esistono 
altri legami espressi per equazioni L^=z o, JL^ = o, ... analoghe alla 
precedente L, = o, surrogandosi a X in generale altre quantità (t, v, ... . 

In conseguenza, per uno spostamento virtuale 

del dato sistema compatibile coi legami, la somma T' dei lavori virtuali 
delle forze sostituibili ad essi legami va espressa per la seguente formola : 

V^^ii ^^11 ^^13 ^^ai / 

-}- ecc., 
ma per essere Io spostamento compatibile coi legami devono appunto 
sussistere l'equazioni : 

ecc., 

dunque risulta 

(7) T' = 0, 

restando cosi provato che nell'equilibrio di un sistema qualsiasi la somma 

dei kvorì virtuali delle forze dei legami è nulla, quindi non si avrà da 

considerare che i lavori delle forze direttamente applicate. 

IV. — Dimostrazione del principio generale dei lavori virtuali 

21 6. A parte le diverse dimostrazioni, che di questo principio, eoa 
la locuzione di velocità virtuali, soncsi proposte, e sotto vani riguardi 



14 PARTE in. — S T A T I C A. 



ritenute più o meno non soddisfacenti, si rileva agevolmente che una dimo- 
strazione generale e con tutta evidenza possa trarsi dai legame esistente 
nel movimento eseguito da un sistema materiale qualsiasi, in un tempo 
finito od infinitamente piccolo, tra la somma dei lavori delle forze agenti 
sullo stesso, e la semìforza viva acquistata dal sistema, cioè di essere l'una 
eguale all'altra (§ 134), mercè la seguente semplice considerazione: 

In un movimento virtuale, mentre le forT^e agenti sul sistema eseguono 
un certo lavoro, questo dev'essere tale da non fargli acquistare for:^a viva, 
che fosse la medesima trascurabile, altrimenti il movimento susseguirebbe, 
e dovrebbero applicarsi nuove forxfi per rimetterlo in equilibrio; in conse- 
guenza, affinchè l'equilibrio esista, bisogna che la somma dei lavori virUmli 
di tutte le for^t agenti sul sistema sia nulla. 

Tale dimostrazione, per quanto semplice altrettanto evidente, non è 
sfuggita all'osservazione di esimi meccanici, conf. Mossotti, lezioni di 
Mecc, art. 216, in cui leggesi: 

« H principio delle velocità virtuali è compreso in quello delle forze 
« vive, come caso particolare. Se si suppone che il sistema, nel suo mo- 
« vimento, passi per una situazione in cui le forze applicate alle. masse 
« siano, nell'istante del passaggio, atte a tenerle in equilibrio, e quindi in- 
« capaci di modificare il loro movimento, le forze acceleratrici dovranno 
« essere nello stesso istante tutte nulle. U primo membro dell'equazione : 

« verrà quindi a mancare, e rimarrà semplicemente 

« . • . , e sviluppando la quantità sotto il segno sommatorio si ha 

^ dt ^ ^ dt ^ ^3 dt ^ ^^^'' 

« la quale è un'equazione che deve sussistere tra i momenti delle forze, 
« ogni qualvolta il sistema passa per una situazione in cui potrebbe rima- 
a nere in equilibrio, se non fosse animato da velocità preconcette. 

« Siccome il movimento di cui può essere dotato il sistema, nell'at- 
« traversare la sua posizione d'equilibrio, non è soggetto ad altre condi- 

« zioni, se non quelle che le velocità -Hy , -^ , ecc. dei diversi punti 

« d'applicazione delie forze siano conciliabili coU'esistenza dei suoi legami. 
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« diremo cosi che, se un sistema è in equilibrio, e supponiamo di dare 
« ai punti d'applicazione delle forze velocità, colle quali possa passare 
« dalla situazione in cui è ad una delle contigue, che i suoi vincoli gli 
« permettono di prendere, la sonmia dei momenti di tutte le forze deve 
« risultare nulla ». 

Un'altra dimostrazione, pure riguardata ammissibile, si poggia sul 
seguente ragionamento : 

« Si abbia un sistema di n punti M^(v =z i, 2, . . . , n) soggetti a 

« dati legami, e sollecitati da forze direttamente applicate, il quale può 

« sempre essere considerato come composto da punti materiali liberi, su i 

« quali agiscono e le forze applicate e le forze dei legami ; se l'equilibrio 

« ha luogo, ciascun punto M^ dev'essere in equilibrio sotto l'azione di 

« tutte le forze agenti, sieno direttamente applicate, che provenienti dai 

« legami; per uno spostamento virtuale arbitrariamente impresso a questo 

« punto, la somma dei lavori di tutte queste forze, come si dimostra 

« agevolmente, è nulla ; lo stesso fatto avendo luogo per ciascun punto, 

et ne segue che se s'imprime ai punti del sistema degli spostamenti com- 

« patibili coi legami, la somma dei lavori di tutte le forze è nulla, ossia 

« si ha 

T + T' = , 

« designando T la somma dei lavori delle forze date, e T' quella delle 

« forze dei legami. Ma essendo gli spostamenti compatìbili coi legami, 

« come si è dimostrato (§ prec.) T' è nulla, si ha dunque semplicemente 

(i) T = » . 

217. Pertanto la condizione necessaria per l'equilibrio di un sistema 
materiale qualsiasi è che la somma dei lavori virtuali delle forxfi applicale 
diretiamenie, per uno spostamento virtuale qualunque compatibile coi legami^ 
sia nulla. ' 

Si dimostra facilmente la reciproca, cioè a dire f:he tale condizione, 
espressa per l'eguaglianza (i), è sufficiente ; giacché, se malgrado questa 
eguaglianza, che può scriversi come la (7) del § 212, il sistema non ri- 
mane in equilibrio, i suoi punti M^ prenderanno un certo mo\imento 
che diciamo {A)^ necessariamente compatibile coi legami, m.ovimento 
che si potrà impedire applicando a ciascun punto, nella direzione opposta 
a quella per la quale tende a muoversi, una forza d'intensità convene- 
vole; allora l'equilibrio del sistema avrà luogo, ed in conseguenza la 
somma dei lavori virtuali delle forze Py che gli erano da prima appli- 
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cale, e delle forze Q^ che s'introducono per requilibrio, sarà nulla per 
ogni movimento virtuale compatibile coi legami, ed in particobre per 
l'accennato movimento (^), si avrà cioè a dire 

dinotati q^ gli spostamenti virtuali corrispondenti alle j2v > esteso il som- 

matorio X a v = i, 2, . . . , n. 

Ma per ipotesi X^v/'» ^ ^^^^ P^^ ^8*^^ spostamento compatibile 
con le condizioni del sistema, e perciò anche pel movimento (A)^ dunque 
y^ Qv ?v dev'essere nulla separatamente, ciò che è impossibile, dappoiché 
ciascuna forza Q è direttamente opposta aUo spostamento virtuale del 
suo punto di applicazione, e dà un lavoro virtuale negativo, quindi 

y^ 2v 9v ^^^ potrà essere nulla, eccettochè non sia nullo dascun ter- 
mine, conseguentemente nessun sistema di forze Q potrà annientare il 
supposto m.ovimento (^A), e l'ipotesi fatta essendo assurda, ne segue che 
il dato sistema sotto l'azione delle P^ sarà necessariamente in equilibrio. 

218. Casi nei auAU i legami sono dati per iNEauAziONi. — Quando 
i legami (seguiamo le osservazioni dell'illustre S t u r m) che esistono tra 
i differenti punti di un sistema sono espressi per equazioni, ciascuno di 
essi può subire due spostamenti eguali e di sensi opposti, ma in certi 
sistemi non è cosi ; per esempio, se un punto A è posto sopra una su- 
perficie S, nel cui interno non possa penetrare, è evidente che il suo 
spostamento sarà possibile in un senso ed impossibile nell'altro. 

Le condizioni di questa specie sono ordinariamente esprimibili per 
ineguaglianze. Per esempio, se un punto è posto sopra un piano fisso, e 
non può spostarsi che da un solo aspetto del piano, prendendo questo 
per piano delle x, , x, , e l'asse delle x^ nel senso del movimento pos- 
sibile, si avrà la condizione jc^ ^ 0, e dovendosi significare che la varia- 
zione di essa coordinata è nidla o positiva, si porrà S x^ 7 0. Analoga- 
mente se un punto, le cui coordinate ortogonali sono x. (»=i, 2, 3), 
non può penetrare nell'interno di una sfera fissa, di raggio i? e il centro 
all'origine delle coordinate, tale condizione si esprime con l'inegua- 
glianza 

e per ogni spostamento possibile di esso punto si avrà 

^x.Sx. ^ 0. 
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Se il sistema di punti Ay A\ A\ ... è soggetto a condizioni di tale 
genere, il principio delle velocità virtuali subisce una modificazione ; basta 
allora per l'equilibrio, che la somma dei momenti virtuali delle forze 
sia nulla, o negativa. 

Queste osservazioni (Sturm, Corso di Meccanica, ediz. 4*, tomo 2®, 
pag. 73 e seg.) sono conformi a quelle che Clausius avea date nel 
suo libro <r Sulla funzione potenziale e il potenziale ». Egli, dopo avere 
distìnto gli ostacoli tra i punti di un sistema, come si è detto nel § 207, 
con gli aggiunti di unilaterali e bilaterali, e sostituita alla denominazione 
di velocità virtuali quella di movimenti virtuali, ha soggiunto: 

« Nella maggiore parte dei casi, per uno stesso sistema di punti 
« avvi un numero infinito di movimenti virtuali. Se tutti gli ostacoli al 
« movimento sono a resistenza bilaterale, a ciascun sistema di movimenti 
« virtuali corrisponderà il suo contrario, poiché i punti possono muo- 
« versi egualmente nell'uno e nell'altro senso. Ma se vi sono ostacoli a 
« resistenza unilaterale, vi saranno sistemi di movimenti virtuali che po- 
« tranno effettuarsi in un senso, e non in senso contrario. Noi chiame- 
« remo riversibili i movimenti virtuali della prima specie^ e non river- 
« sibili quelli della seconda. Le forze, combinate coi movimenti virtuali, 
« moltiplicando ciascuno di questi per la componente della forza che 
« agisce sul punto stimata secondo la erezione del suo movimento, danno 
et per prodotti ciò che si chiama i momenti virtuali. A ciascun sistema 
« di movimenti virtuali corrisponde dunque un sistema di momenti vir- 
« tuali. Questi momenti saranno positivi o negativi, secondochè la com- 
« ponente corrispondente della forza è diretta nel senso del movimento 
« od in senso contrario. 

« Col mezzo dei momenti virtuali si può esprimere semplicemente 
« nel teorema seguente le condizioni, che devono essere soddisfatte af- 
ct finché il sistema di punti sia in equilibrio sotto l'azione delle forze che 
« lo sollecitano : 

« JÈ" necessario e sufficiente per Vequilihrio che, per tutti i sistemi pos- 
« sìbili di movimenti virtuali, la somma dei momenti virtuali sia nulla 
« negativa, 

« Va da sé che per un sistema riversibile di movimenti virtuali la 
« somma dei momenti virtuali dev'essere solamente nulla ; perché, se 
« avesse un valore negativo assegnabile, si otterrebbe un valore positivo 
« per i movimenti contrari, eguabnente possibili, ciò che sarebbe in con- 
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« tradizione con il teorema. Pei casi nei quali non si presentano che 
« movimenti virtuali riversibili, si può dunque dire semplicemente : 

« Per tutti i sistemi di movimenti virtuali, la somma dei momenti vir- 
« tuali dev'essere nulla. 

« Ed è sotto questa forma che il teorema è ordinariamente espresso, 
% perchè sonosi lasciati da parte i casi, in cui si presentano movimenti 
« virtuali non riversibili ». 

V. — Equazioni particolari dell'eqtiilibrìo di tin sistema 

qualunque. 

219. Siccome nei casi generali d'equilibrio le condizioni dei legami 
sono espresse per equazioni, o secondo C 1 a u s i u s si tratta di movimenti 
virtuali riversibili, cosi l'equizione generale, che è la traduzione analitica 
del principio dei lavori virtuali, è la (7) del § 212, ossia 

t 

ed in dipendenza dell'espressioni (5), (6) dello stesso paragrafo, si può 
adottare l'una, o l'altra di queste due equazioni 

(2) 55[x,,Sx., = o, 

(3) 5: X^»^'^'(^v»^^v» + x««^v») = . 

la prima quando i punti di applicazione e le direzioni delle forze sono 
riferiti a tre assi ortogonali, e la (3) allorché si riferiscono ad un te- 
traedro fondamentale. 

Qualunque sia fra le (i), (2), (3) quella che si assume per l'equi- 
librio del dato sistema, con essa devono coesistere le altre dei legami 
in coordinate x^. dei varii punti, le quali vanno comprese nella designa- 
zione simbolica 

(4) -^1 = /i (^11 > ^1% > ^1} > ^ai > • • • > ^1.3) = ^ (* = I, 2 e), 

supposto trattarsi di coordinate ortogonali, e che esse equazioni siano 
in numero ^ <[ 3 w , essendo n il numero dei punti del sistema. 

Allorché e = 3 n — i , il sistema dicesi a legami completi, giacché 
in tal caso tutti i punti sono costretti a rimanere su date linee, e lo 
spostamento dell'uno trae seco quello di tutti gli altri. 

220. Adottando la (2), chie scrìviamo 
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si osserva che dall'equazioni (4) dei legami, per uno spostamento vir- 
tuale del sistema si deducono altrettante equazioni differenziali, le quali 
si comprendono nella seguente, posto successivamente 6 = 1, 2, ..., e. 

Il l2 Ij 91^ 

Per mezzo delle stesse si possono eliminare dalla (5) un numero 
e delle 3 n variazioni ix^^, e poiché le rimanenti sono fra loro indi- 
pendenti, l'equazione cosi ridotta si può scindere in 3 w — e equazioni 
pardcolari, eguagliando a zero i coefficienti delle singole variazioni rimaste 
dietro l'eseguita elin:inazione ; codeste 3 « — e equazioni particolari d'e- 
quilibrio, unite alle (4) costituiscono un insieme di 3 « equazioni, quante 
ne siano necessarie e sufficienti alla determinazione delle coordinate, che 
fissano i varii punti del sistema nella posizione d'equilibrio. 

In luogo dell'accennato procedimento per ottenere l'equazioni par- 
ticolari menzionate, si può adoperare quello specioso indicato da Lagrange 
detto il metodo dei mollipìicaloriy introducendo cioè un numero e d'inde- 
terminate \^ ^2 > • • • \ come moltiplicatori delle (6), indi sommando i 
prodotti con la (5) ; si ordina la somm.a, raccogliendo i termini che 
hanno a fattore comune la medesima variazione tra le Sx^,-, le quali 
in tal modo si possono considerare tutte come indipendenti, e l'equazione 
cosi costituita si scinderà in 3 n equazioni particolari, con eguagliare a 
zero i coefficienti delle predette variazioni ; per.tanto si ottengono queste 
3 fi equazioni, comprese nella seguente terna con porre successivamente 
V = 1 , 2, ... n: 

, , dL , dL . . dLe 

(7) ^" + ^'ri:+^'j7:+--- + ^'5ir = °' 



va ^ "va "^ ""va 



-- , . dL, . ^ dL, . . ^ dLe 

Quest'equazioni e le (4), iu numero 3 « -j- d, valgono per k de- 
terminazione delle 3» coordinate x^,. dei punti nella posizione d'equili- 
brio, e delle >^ che sono le forze dei legami sostituibili all'equazioni 
(4), giacché é manifesto potersi sopprimere il legame espresso per una 
di esse equazioni, L, = o in generale, purché si aggiunga al punto Af,, 
oltre alle forze che vi sieao direttamente applicate, uua forza le cui prò- 
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jeziom SUI tre assi sono 



(8) 



dL, 

dx 



Vi 



dL, 
' 'dx. 



X'"^' 



va 



dx. 



che equivale all'effetto del dato legame sul punto Af^, e si denomina 
perciò la forza del legame; l'intensità della stessa è data dalla formola 



(9) 



^'\m^m^m- 



e la sua direzione dalle (8) divise per la stessa (9) ; essa è normale in 
My alla superficie rappresentata dall'equazione L, = o , nella quale si 
diano a tutte le coordinate i valori numerici corrispondenti alla posizione 
d'equilibrio, eccetto le x^^ , x^^ , x^^ a doversi considerare quali coordi- 
nate correnti. 



221. Allorché i punti di applicazione delle forze e le loro direzioni 
sono riferiti ad un tetraedro, quindi si adopera l'equazione di equilibrio 
(3) del § 219, ed in tale caso l'equazioni dei legami sono incluse nella 
seguente, posto successivamente e = i, 2, ... e. 



(^10^ L, — /, Qx„ , Xjj , Xjj , x^^ , Xj, , ... X 



«4» 



^«4) = o> 



il procedimento per ottenere l'equazioni particolari d'equilibrio è analogo 
al precedente, le stesse perciò si conseguiranno dalla seguente quaterna: 



I 



(") ( 



1 



£>;. B, B. x„ + d;, b, b, x., + d;^ b, b, x,. 



'V4 •- "v^ 

ponendo successivamente v = i, 2, . . . , n. 

Queste e le (io), in numero 4«-|-e, valgono al pari delle (7) e 
(4), per la determinazione delle coordinate degli n punti del sistema nella 
posizione di equilibrio, e delle forze dei legami \ ; notandosi ad un 



GAP. I. — PRINCIPII E FORMOLE FONDAMENTALI SULL'EQUILIBRIO. 21 

tempo che le coordinate di ciascun punto M^ devono verificare l'equa- 
zione 

T dinotando il volume del tetraedro di riferimento, e tra le componenti 
X^i della forza F^ , applicate allo stesso punto, si ha 

(13) . Z5,X,, = o, 

esteso il sommatorio in esse relazioni (12), (13), per ciascun valore di 
V = I, 2, . . . , n ad i = I, 2, 3, 4. 

Se sia scelto per riferimento il tetraedro regolare, le (11) si sem- 
plificano considerevolmente, dappoiché essendo le facce e gli spigoli ri- 
spettivamente eguali, i moltiplicatori delle X^, , . . . , X^^ sono tutti e- 
guali a D'^\ indicando con B le facce e D gli spigoli del tetraedro; 
divise esse equazioni per questo fattore, e posto p., = — \:D*B^, es- 
sendo [1, , (^2 > * * * > (^e nuove indeterminate al pari delle \ , attesoché 
per la scelta del tetraedro la (13) diventa 

in luogo delle (11) si hanno 



(14) 



dx^^ ' dx^^ ' '* ' dx^^ 

VI dL, . dL^ , . dL, 

*' * ^^va ^^»a ^^va 

^ . dL. . dLz , , dL. 

VI ^L, . dL^ . , dL. 



Per ridurre quest'ultime al caso delle coordinate cartesiane ortogo- 
nali, bisogna supporre che una delle facce del tetraedro si trasporti al- 
l'infinito, sia p* es. la faccia B^ , e divenendo il triedro al vertice 4 tri- 
rettangolo, sicché le X^j , X^^ , X^^ sono le componenti delle forze ap- 
plicate ai varii punti del sistema parallele agli spigoU D^^ , D^, , D^^ di 
esso triedro, le prime tre equazioni (14) nelle stesse loro forme coin- 
cidono con le (7) del % precedente, quanto poi alla quarta, il suo primo 
membro è identicamente nullo, giacché con la fatta supposizione leX^^ 
si possono riguardare come nulle, e le x^^ come costanti^ quindi nullo 

le derivate -s—^ . 
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222. L'esposto metodo di Lagrange per ottenere l'equazioni parti- 
colari dell'equilibrio di un sistema qualsiasi, classico per la sua generalità 
ed uniformità nelle applicazioni, riesce impraticabile allorché il numero 
dei punti del sistema, e il numexo dei legami sono assai considerevoli, 
onde si presenta il bisogno di ridurre il problema alla risoluzione del 
più piccolo numero possibile di equazioni, come lo stesso Lagrange ha 
avvertito, soggiungendo : 

In generale, qualunque sia il sistema di forze delle quali si cerca 
l'equilibrio, e di qualsiasi maniera siano legati tra loro i punti di appli- 
cazione, si può sempre ridurre le variabili determinanti le posizioni di 
questi punti ndlo spazio, ad un piccolo numero di variabili indipendenti 
diminuendo, mediante re4uazioni di condizioni date, tante variabili quante 
le condizioni che si abbiano, cioè a dire esprimendo tutte le variabili 
mercè un piccolo numero tra di essCy e per altre variabili qualunque, le 
quali non essendo più soggette ad alcuna condizione, saranno indipen- 
denti ed indeterminate, ed allora bisogna che i coefficienti delle variazioni 
delle medesime sieno nulli separatamente. 

Dinotate $,>$,>•.•,$,„ queste variabili indipendenti, riguardando 
le p^ quali funzioni delle stesse, si avrà 

(15) h. = ^^K-^^^^K + ----\-^JL (v=i.. «). 

e l'equazione d'equilibrio (1) del § 219 diverrà 

nella quale i sommatorii ^ si estendono a v = 1, 2, . . . , n, e le 
^5i> S$2, .... ^^„ devono rimanere indeterminate, bisognerà perciò 
che si abbiano separatamente l'equazioni nella forma 

(■') Z '.31; = ° . 

in cui sia posto successivamente p. = i, 2, . . . , m, ed a ciascun valore 
di (i. si estenderà il sommatorio ^av = i, 2, ....«;il numero delle 
medesime è in conseguenza eguale a quello delle L, e serviranno a 
determinare tutte queste variabili. 

Gascuna equazione (16) rappresenta, come si scorge, un equilibrio 
particolare, nel quale gli spostamenti virtuali hanno tra loro rapporti de- 
terminati, ed è dalla riunione di tutti questi equilibri parziali che si for- 
ma l'equilibrio generale del sistema. 
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223. Se la quantità T P^ i/>^ (§ 219) non sarà nulla per rapporto 

a tutte le variabili, le forze P^(v = i, 2, . . . , «) non si faranno equi- 
librio, ed i punti sollecitati da queste forze prenderanno movimenti di- 
pendenti dalle stesse forze, e dall'azione scambievole tra essi punti. 

Supponiamo che altre forze Q^ applicate agli stessi punti del si- 
stema, e dirette rispettivamente secondo certe linee q^y imprimano ai 
detti punti i medesimi movimenti ; queste forze, saranno equivalenti alle 
prime, e potranno essere sostituite a loro vece, giacché l'effetto è sup- 
posto esattamente lo stesso. Ora, se queste forze Q^ , conservando i loro 
valori, prendono direzioni opposte, è evidente che imprimeranno pure 
agli stessi punti movimenti eguali, ma direttamente opposti, in conse- 
guenza, se in questo novello stato agiscono su i punti del sistema con- 
temporaneanieate alle forze P^ , essi punti rimarranno in riposo, i mo- 
vimenti impressi in un senso essendo distrutti dai movimenti eguali e 
contrarli ; avverrà dunque necessariamente equilibrio tra tutte queste forze, 
ciò che darà l'equazione 

X 1 

donde l'eguaglianza 

07) tPM = tQ.^q.- 

Questa è la condizione necessaria, affinchè le forze P^,, agenti se- 
condo le linee p^ , siano equivalenti alle j2v agenti secondo le linee q^ ; 
e come due sistemi di forze non possono essere completamente equiva- 
lenti che di una sola maniera, poiché il movimento di un corpo è sem- 
pre unico e determinato, ne segue che se due sistemi di forze P^ , Qy 
sono tali, che si abbia generalmente, e per rapporto a tutte le variabili 
indipendenti l'equazione (17), questi due sistemi saranno equivalenti, e 
potranno in tutti i casi essere sostituiti l'uno all'altro, da ciò risulta il 
seguente importante 

Teorema. — Due sistemi di forxfi agenti sopra un corpo sono equi- 
valenti^ t possono essere sostituiti Vuno alValtrOy allorché le somme dei la- 
vori virtuali delle for:^e sono sempre eguali nei due sistemi ; reciprocamente, 
allorché la somma dei lavori virtuali delle for^e di un sistema agenti sopra 
un corpo é sempre uguale a quella delle for^^e di un altro sistema agenti 
sul medesimo carpo, questi due sistemi di for^e sono equivalenti, e possono 
€sstre sostituiti Vuno alValtro. 
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224. Se si fa dipendere le linee ^^ (v = i, 2, . . . , ri) da altre 
linee Ì^Ql z=z i, 2, . . . , w), la somma 2Ì ^v ^Pv si trasformerà in 
quest'altra 

1 
essendo 






(18) 2,=2:''v5| 

in cui si porrà successivamente jjt. = i, 2, . . . , m, e per ciascuno di 
questi valori si estenderà il sommatorio ^ sl "^ =^ ly 2^ . . . , n; si ha 
quindi in generale 

(19) ±PM. = l&,n^> 

I I 

sicché il sistema delle forze P^ , dirette secondo le linee p^ , è equiva- 
lente al sistema delle forze E^ y agenti secondo le linee ^|jk , e può esser 
cangiato con questo. 

Però, sull'esattezza di queste formole di trasformazione di un si- 
stema di forze in un'altro, il Poinsot sagacemente ha osservato quanto 
segue (ved. una sua Nota nel tomo XI del Giornale di Liouville): 

a Le formole di cui si tratta, (18), (19), non convengono punto, 
a come si potrebbe crederlo, ad ogni specie di linee o coordinate ^ , 
a benché queste linee sieno proprie a determinare i luoghi dei punti. Le 
« formole non sono buone che allorquando queste novelle linee saranno 
« come le prime p^ , le distanze dei punti, sia da centri fissi, sia da piani 
« fissi, come av\dene nel caso di coordinate ordinarie ; ed in generale, 
« si può dire che per l'esattezza di queste formole bisogna che le linee 
« L sieno di tale natura, che le variazioni ^^^ esprimano gli stessi spo- 
« stamenti virtuali dei punti di applicazione delle forze S^^ ; cioè a dire, 
« che ciascuna di esse ^^^ sia la projezione ortogonale, nella direzione 
« della forza B^, dello spostamento qualsiasi infinitamente piccolo, che 
« si suppone dato a questo punto nello spazio ; senza di ciò, tutte queste 
« trasformazioni analitiche, quantunque esatte in pura analisi, saranno in 
a difetto nella meccanica, e condurranno a false conseguenze ». 

VI. — Sulla stabiUtà ed instabilità dell'equiUbrio. 

225. Allorché le forze agenti sui varii punti di un sistema materiale 
sono forze scambievoli fra gli stessi punti, o forze simili provenienti da 
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uno o più centri, quindi funzioni delle rispettive distanze, la somma 

dei lavori virtuali di esse forze è la differenziale esatta di una funzione 
^ delle coordinate dei detti punti del sistema, cioè 

(«) T = dij(x^ , ^, , X, , x; , . . .) ; 

od in altri termini, nel caso in esame esiste una funzione delle forze 
17 .-= ^j; (Xj , x^y Xj , Xj , . . . ), per cui si ha 

T = dU, 

ed in conseguenza, per la semiforza viva acquistata dal sistema tra due 
posizioni, gli elementi della posizione iniziale essendo distinti con l'indice 
0, viene 

Gò è stato dimostrato nel § 213 per le forze scambievoli tra i 
punti del sistema, risultando la somma dei lavori di azione e reazione 
/ tra due punti materiali, a distanza p, espressa per db /^ p ; parimenti 
è riguardo alla forza F proveniente da un centro di coordinate o^ 
(i = I, 2, 3), che agisce sopra un punto M del sistema, le cui coor- 
dinate sieno X., e posto aUa distanza r da 0, talmentechè si ha 

r* = z (*. - o,r, 

giacché le componenti X. di detta forza secondo gli assi coordinati sono 

X, = ± F^^i-=^ , 



quindi 

isommatorii ^ estesi ad t = i, 2, 3. 

Pertanto la somma T dei lavori di tutte le cennate forze si com- 
pone da una serie di termini della forma di f^f 9 e di altri della forma 
ih ^^^, € poiché f ed F sono funzioni delle rispettive distanze p, r, e 
queste espresse per le coordinate dei varii punti del sistema, in conse- 
guenza l'insieme di essi termini costituisce la differenziale esatta di una 
funzione ^ delle stesse coordinate. 

Intanto, se pei punti del sistema sussistono altri legami, oltre quelli 
di azione scambievole sopra indicati, e non dipendenti esplicitamente dal 
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tempo, talché siano espresse per equazioni 

(y) L. = 0, L, = 0, ..., 1^ = 

fra le loro coordinate» il cui numero m sia minore di 3 n , essendo n il 
numero dei punti costituenti il sistema materiale, allora nediante queste 
ultime equazioni (y) si potrà eliminare dalla funzione U il maggior nu- 
mero possibile delle coordinate x. , x| , . . . , e ridurre la stessa ad una 
certa funzione 9(5, , 5a> • • • 5*)» contenente il minore numero k di va- 
riabili indipendenti, che per maggiore distinzione le designiamo 5, , 5,, • • • , 5^ , 
sicché a luogo della (a) si abbia 

(I) T = d£7 = dK5.,e,.....cO, 

e per la (p) 

Ora, per l'equilibrio del sistema 5 bisogna e basta che sia T =: d 17 = o , 
quindi le condizioni necessarie e sufficienti per Tequilibrio sono 

(3) j|- = (v= I, 2,..., *), 

le quali equazioni valgono alla determinazione dei k parametri Ì^^ che 
definiscono la posizione d'equilibrio. 

Esse equazioni (3) sono le condizioni necessarie, ma non sufficienti 
affinché la funzione U acquisti un valore niassimo o minimo ; viceversa, 
se questa funzione per certi valori delle ^^ presenta un massimo od un 
minimo, l'equazioni (3) devono avverarsi, quindi il sistema acquista una 
posizione d'equilibrio; in altri termini, ad un valore massimo o minimo 
della funzione U delle forze corrisponderà l'equilibrio del sistema, però 
tra il massimo ed il minimo c'è una differenza essenziale a doversi ri- 
levare. 

226. Si dice che l'equilibrio di un corpo o sistema di punti mate- 
riali é stabile allorché, allontanati per poco i punti dalle loro posizioni 
d'equilibrio, tendono a ritornarvi, facendo piccole oscillazioni che le re- 
sistenze finiscono per annientare; al conti ario, si dice instabile od anche 
istantaneo l'equilibrio del sistema allorché, essendo i suoi punti allonta- 
nati tanto sia poco dalle posizioni d'equilibrio, non solamente non ten- 
dono a ritornarvi, ma se ne allontanano sempre più, e finisce il sistema 
per capovoltare; infine, l'equilibrio é indifferente, e il sistema dicesi astatico 
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allorché, allontanati per poco i punti che lo costituiscono dall^ posizioni 
d'equilibrio, non tendono a ritornarvi, né ad allontanarsi vieppiù. 

L'equazioni fornite dal prmcipio dei lavori virtuali, o ciò che é la 
stessa cosa, dalla condizione del massimo o del miniiriO della funzione 
Uj sono comuni ai due stati dell'equilibrio stabile e deirequilibrìo insta- 
bile, ma il massimo si appartiene alla stabilità, ed il minimo all'equilibrio 
instabile. Infatti, siano ^, , ^^ ' - - - > ^t ^ valori dei parametri corrispon- 
denti ad uria posizione d'equilibrio del sistema 5, ed 17 il valore della 
funzione delle forze, se spostando S per poco da codesta posizione, cor- 
rispondono i valori 5o, > 5oa > • • • > iok > ^o ^ menzionati parametri ed 
alla funzione delle forze, si supponga che dalla novella posizione venga U 
sistema 5 abbandonato, senza imprin-ere ai suoi punti velocità iniziali, 
allorché l'equilibrio sia stabile per ipotesi 5 ripasserà per la primitiva 
posizione d'equilibrio, avendo acquistata una certa forza viva ^ m t;', pic- 
cola che sia, e per l'equazione (2) del § precedente si avrà 

giacché la forza viva é nulla nella posizione iniziale, cui corrisponde C/o ; 
e poiché il primo membro di quest'ultima eguaglianza é essenzialmente 
quantità positiva, risulta essere C/ }> C/^ , cioè a dire che la funzione 
delle forze nella posizione primitiva d'equilibrio del sistema ha già acqui- 
stato il valore massimo. 

Supponiamo in secondo luogo che, trovandosi 5 in moto, ad una 
certa posizione la funzione delle forze assuma un valore massimo U^ 
rìspeno a tutte le posizioni circostanti ; allontanato infinitamente poco da 
tale posizione d'equdibrio, nella novella corrisponda alla detta funzione 
il valore £7^ , e da codesta posizione abbandonato il sistema a sé stessa 
prenderà alL-a posizione, alla quale corrisponderà per la funzione delle forze 
il valore t/', ed una certa forza viva ^tnv'^^ laonde si avrà per la 
menzionata (2) l'equazione 

ed aggiungendo ad ambedue i membri (7^, verrà 

essendo h una quantità positiva e piccolissima, giacché per ipotesi U^ è 
molto prossima ma minore di U^ ; ne segue dunque che ^ — — ed 
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U^ — t/', le quali sono quantità positive, dando per somma una quan- 
tità piccolissima, sono anch'esse piccolissime, vale a dire che il sistema 5 
si muove d'intorno alla sudetta posizione d'equilibrio con forza viva pic- 
colissima, e le velocità dei suoi punti saranno infinitamente piccole, ossìa 
la posizione cui corrisponde il valore massimo della funzione delle forze 
è posizione d'equilibrio stabile. 

227. I due stati d'equilibrio sopraindicad si osservano pei corpi pe- 
santi, secondo le posizioni dei rispettivi centri di gravità; consideriamo 
infatti un sistema di n punti, dei quali sieno ^^(v == i, 2, ...,«) i 
rispettivi pesi, e ;^^ le loro coordinate verticali, cioè riferite ad un piano 
orizzontale, e contate nel senso stesso della gravità dall'alto in basso; 
sia n il peso di tutto il corpo, e Z la coordinata verticale del suo cen- 
tro di gravità, talché si ha la nota eguaglianza 

dalla quale, attesocchè nel caso in esame T = X^v^^v» viene 

du=inz, C7 = iiz4-c, 

essendo C una costante, donde si couchiude : 

1® Che Z dovrà assumere il valore massimo o minimo, affinchè il 
sistema prenda una posizione d'equilibrio. 

2° Che il massimo di Z, e perciò di 17, corrisponde al caso del- 
l'equilibrio stabile, ed il minimo all'equilibrio instabile. 

Cosi, p. e., se un ellissoide a tre assi, omogeneo e pesante, sia po- 
sato sopra un piano fisso orizzontale, il suo centro di gravità, coinci- 
dente col centro di figura, sarà il più basso quando l'ellissoide è a con- 
tatto col piano per l'una delle estremità del più piccolo asse; ed è il più 
alto quando lo tocca per una estremità del maggiore asse; perciò nel 
primo caso la posizione dell'ellissoide è di equilibrio stabile, nel secondo 
d'equiUbrìo instabile. 



CAPITOLO SECONDO. 

EQUILIBRIO DEI SISTEMI INVARIABILI. 



L — Equilibrio di un punto materiale. 

228. L'equilibrio dei sistemi invariabili può trattarsi, indipendente- 
mente dal principio dei lavori virtuali, con le regole della composizione, 
•scomposizione, e riduzione delle forze applicate ai detti* sistemi, già sta- 
bilite nel capitolo primo della parte seconda di questo Corso, ciò che si 
riduce ad adoperare il secondo dei principU generali della Statica enun- 
ciati da Lagrange (§ 210); in tal modo, non solo si verrà a stabilire 
direttamente la proposizione fondamentale servente alla dimostrazione 
del principio dei lavori virtuali (^ 216), cioè riguardo all'equilibrio di 
un punto materiale, ma sibbene con l'equazioni di equilibrio di un si- 
stema invariabile qualsiasi, stabilite per la via menzionata, si potrà veri- 
ficare l'esattezza, e riconoscere la facilità d'impiego del principio generale 
anzidetto, procediamo pertanto in primo luogo alla considerazione del- 
l'equilibrio di un solo punto. 

229. Punto libero. — Sieno F^(y = i, 2, . . . , n) le forze appli- 
cate ad un punto Af, ed R la loro risultante (§ 94 e seg.), per l'equi- 
librio bisogna e basta che sia jR = o, vale a dire essere chiuso da sé il 
poligono di composizione delle n forze F^. Preso per riferimento un 
sistema di assi ortogonali OX.(i = i, 2, 3), decomposta ciascuna forza 
F^ in tre X^. := F^ a^, secondo codesti assi, e dinotate (§ 97) 

(i) 1?, = 1Zk, = XX,, = ZF,«^ 

b somme delle componenti di tutte le forze date, e le componenti della 
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risultante^ atteso l'eguaglianza (io) del citato § risultano le tre equa- 
zioni d'equilibrio 

(2) Ri='LX.i = lF,<X^ = (.= ..2.,). 

in ciascuna il sommatorio esteso a v = i, 2, . . . , fi. 

Preso invece per riferimento un tetraedro, stante le relazioni (16), 
(21) e le coesistenti (17) del § 99, attesoché i coefficienti E. dipendono 
unicamente dagli elementi del tetraedro fondamentale, per l'equilibrio si 
hanno le seguenti quattro equazioni 

(3) Ri='LKi = Z f ,\. = (' = ■'=»• '• 4>' 

con ciascun valore di i esteso il sommatorio 21 ^ ^ = i> 2, . . . , «. . 

Quando tutte le forze sono dirette in un medesimo piano, e si 
prendono in esso due assi di riferimento ortogonali, per l'equilibrio si 
avranno due equazioni derivanti dalle (2) con porre i= i, 2; parimenti 
se per riferimento si prende nel dato piano un triangolo fondamentale, 
in corrispondenza alle (26) del § 100, dappoiché le p.^ dipendono sol- 
tanto dagli elementi del triangolo, l'equazioni d'equilibrio si dedurranno 
dalle sopraindicate (3) con t = i, 2, 3. 

Se esiste una funzione delle forze U = /(x^ , x^ , x^), le R. co- 
me si sa sono le derivate parziali prime di questa funzione, e si hanno 
per le (2) l'equazioni 

(4) 577= (^ = I. 2. 3). 

mediante le quali si determineranno le coordinate x^ della posizione di 
equilibrio del punto Af ; si estende facilmente questa osservazione al caso 
analogo delle i?. che entrano nelle (3). 

230. Punto scorrevole sopra una superficie fissa. — La super- 
ficie è supposta senza attrito, quindi la resistenza dev'esser tutta diretta 
secondo la normale al sito del punto Af, al quale si suppone applicate 
n forze F^(v = i, 2, . . . , n); sia R la risultante di codeste forze, fra 
le cui projezioni su gli assi coordinati ortogonali sussistono le relazioni 
(i), dinotata N la resistenza della superficie, e designati ^. i coseni de- 
gli angoli che la sua direzione, ossia che la normale in Af alla super- 
ficie forma coi predetti assi, N ^ . sono le componenti di detta resistenza 
secondo gli stessi assi; onde formare l'equazioni d'equilibrio, considerato 
il punto come interamente libero, si dovranno aggiungere ai primi mem- 
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bri delle (2) rispettivamente i termini N ^- > laonde si hanno 

(5) Ri + N^. = J?x, + Np, = o (è = I, 2, 3). 
Scrìtte quest'equazioni come segue 

Np, = -;?x.., 

quadrando le dedotte con t = i, 2, 3, indi sommando con riguardo 
alle ^ p* =r ^ X* = I risultano 

(6) N=R, P, = -x,; 

d'onde s'inferisce che la reazione della superficie è uguale e direttamente 
opposta alla risultante di tutte le forze applicate al punto materiale, 
questa perdo, com'è da sé evidente, dev'essere normale alla superficie. 

Però, se il punto sia semplicemente posato sulla superficie, talmen- 
teche non possa penetrarla da un aspetto, e potrà essere rimosso dal- 
l'altro aspetto, in tale caso per l'equilibrio non basta che la detta risul- 
tante sia normale, bisogna inoltre che sia diretta in modo da spingere 
il punto contro la superficie. 

Sia L = /(x, , x^, Xj) = o l'equazione della superficie data, poiché 

P,. sono proporzionali alle derivate parziali -1 — , dinotato -r il rapporto 
comune, sicché 

(7) *■ = z (^)' 

esteso il sommatorio ad i = i, 2, 3, dalla seconda ^uaglianza (6), 
stante le (i), si ricavano l'equazioni d'equilibrio 



(8) 






che tengono luogo delle (5), e possono presentarsi in forma di pro- 
porzioni 

(9) R, 



dL „ dL 

dx. ^'' dx. ^ 



dL 



^' dx. 



od anche in determinanti 



(io) 



dL 



dL 



dx. dx. 



dL dL 



dx. dx. 



R^ 
dL_ 



R. 

d_L 
dx. 



= 0, 



rilevandosi agevolmente essere distinte due soltanto, e l'una conseguente 
dalle altre; le medesime unite all'equazione della superfìcie valgono alla 
determinazione delle coordinate x^ , che fissano la posizione d'equilibrio 
del punto M. 
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Per es., se la superficie data è un'ellissoide a tre assi 2tf,.(f = i, 2, 3), 
i quali siano presi per assi coordinati X^ , essendo perciò il centro 
rorigine, si ha per la sua equazione 

(a) I, = XC?-i = o, 
posto ^. = X. : a. , dalla quale deduconsi 

dL I dL 2^1 

dx. ~'à^ dì^. 'oT ' 
e per le (9) vengono 

... a^R^ a,R^ a,R, a'^R^ a^R^ a]R, 

(b) -xr- = -y—^ = -V— j ovvero -^ — -' = -^— * =: -^ — ? , 

^. ^, S X. X, X, 

dalle quali) di unita alla (a), ricavansi per la posizione d'equilibrio 

C) *. = 



I 'I 



Per una sfera di raggio a in luogo delle (i), (e) sì hanno sem- 
plicemente 
(d) R^ : x^ -= R^ : x^ =: R^ : x^ , Xi -= a R. : R . 

231. Punto scorrevole sopra una linea fissa. — Supposto che 
la linea data C sia senza attrito, talmentechè il punto materiale Af possa 
scorrere sulla stessa liberamente, la sua resistenza dev'essere normale 
alla tangente Af T a detta curva, e risultando questa dall'intersezione di 
due superficie S^ , S, rappresentate dall'equazioni 

le reazioni delle medesime, che tengono luogo di quella della linea, de- 
vono essere normali rispettivamente alle due superficie nel punto Af, os- 
sia devono trovarsi nel piano normale alla linea C, quindi perpendicolari 
alla tangente M T; designate le stesse N, , N, , e p„. , ^^. i coseni de- 
gli angoli, che le rispettive direzioni formano con gli assi coordinati, 
essendo perciò N, p,,. , N^P^. le componenti di dette reazioni secondo 
i menzionati assi, per conseguire l'equazioni d'equilibrio del punto, ri- 
guardato come libero, bisogna che ai primi membri delle (2) si aggiun- 
gano i termini N, P,. , N^^^.j ed in conseguenza si hanno 

(II) i?, + N.P., + N,p., = i?x, + N.p., + N.P., = o (i=,.2,j). 
le quali equazioni, stantechè p^^, P^. sono proporzionali rispettivamente 
alle prime derivate parziali delle /.^ = o , L^ = o , designati -r- , -r- 
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i rapporti comuni tra quei coseni e le anzidette derivate, si presentano 
come segue 



(12) 



P , N. dL N.dL. 



k. dx. 



k. dx. 






k. dx. 



L dx. 



= 0, 



= o. 



Fra di esse eliminando i rapporti N, : i, , N^:k^y ne deriva Tunica 
equazione d'equilibrio 



(13) 



dL, dL^ 

dx, 

dL. 



R. 



dx^ 
dL 

I 

dxj 



dx, 

dL, 

dx^ 

dL 

dxx 



= 0, 



mediante la quale e quelle della curva si possono ottenere le coordinate 
X,. , che fissano la posizione d'equilibrio del punto Af; con tali valori, 
da due equazioni (12) si ricavano altresì quelli delle reazioni AT^ , N^, 
Intanto dairequazione (11) scritta come segue 

dedotte le corrispondenti ad i = i, 2, 3, indi quadrando e sommando 

con riguardo alle X ^i = X P!i = X ^1.- = ^ > dinotato altresì 6 il 
coseno dell'angolo tra le normali in M alle due superficie, sicché 

0= XPii^ai» ^^ ricava la relazione 

(14) i?' = Jv; + A^ + 2Ar.Ar.o, 

manifestante essere R eguale e direttamente opposta alla risultante delle 
reazioni N^ , N^ delle due superficie, quindi compresa nel medesimo 
piano normale alla data curva C, e perpendicolare in conseguenza alla 
tangente Af J ad essa curva. 

Supponiamo, p. e., che la linea C risulti dall'intersezióne di un'el- 
lissoide a tre assi rappresentata dall'equazione {a) del § prec, essendo 
a, <[ tf, <C ^j , con una sfera concentrica di raggio j, la cui equazione 

è ij = X ^i — a' = o, dovendo essere a^<^a<^a^\ poiché le derivate 

dL 2, X • dL 2 X- 
parziali delle rispettive equazioni sono -^ — ^ = - — ^ , -j — - = — ^ > pcr la 
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= 0, 



(13) risulta 

R, x^ X, : a] 

R^ X, A-, : al 

J?j Xj X3 : a| 

e sviluppando il determinante viene 

^'^^ *• (-^-7; ) ^' *3+^'(^ - ^) *, ^.+^,(^— :4) ^ *.=o . 

per mezzo della quale equazione e quelle della curva si ottengono le 
coordinate della posizione d'equilibrio del punto. 

Osservazione. — L'equazioni di equilibrio, come risulta dal prece- 
dente esame, sono tre per un punto libero, due se scorrevole sopra una 
data superficie senza attrito, ed una sola se similmente scorrevole sopra 
una data linea; vale a dire che il numero dell'equazioni diminuisce, 
com'è evidente, a misura che crescono i vincoli dei possibili movimenti. 

232. Equilibrio di un punto in dipendenza del principio dei 
LAVORI virtuali. — Per un punto libero dovendo sussistere l'è ^nazioni (2) 
del § 229, se si moltiplicano rispettivamente per le variazioni !ì x^ , 5J x^ , S x^ , 
che sono le projezioni sugli assi coordinati di uno spostamento arbitrario 
infinitamente piccolo ^s impresso al punto, si avrà 

(15) IJ?,SX, = IS*,IX.,=:0, 

il primo sommatorio esteso ad i = i, 2, 3, la quale equazione manifesta 
che la somma del lavori virtuali delle forze applicate al punto, per uno 
spostamento infinitamente piccolo qualsiasi, è nulla. 

Allorché il punto è vincolato ad una superficie 5, la cui equazione 
è JL = /(Xj , x^ , Xj) = o, deducendosi da questa l'equazione differenziale 

(16) ^_.Sx, = 0, 

poiché dalla (8) del § 230 si ha ^ — = — k-r^y sostituendo ne deriva 

la stessa (15). 

Supposto in terzo luogo che il punto debba rimanere sopra una 
linea, le cui equazioni sono le indicate in principio del § prec, dalle 
quali derivano 
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moldplicate queste rispettivamente pei rapporti N, : i, , N^: k^ definiti 
in detto ^, e sommate danno l'equazione 

che atteso le (12) si commuta parimenti nella (15). 

Adunque in qualsiasi condizione che si trovi il punto M, o inte- 
ramente libero, o costretto a rimanere sopra una data superficie, o so- 
pra una linea, nella sua posizione d'equilibrio, per uno spostamento in- 
finitamente piccolo arbitrario se il punto è libero, o compatibile coi le- 
gami, la somma dei lavori virtuali delle forze che gli sono applicate 
dev'esser nulla. Inversamente, avverandosi tale proprietà espressa per 
l'equazione (15), se ne deducono immediatamente l'equazioni speciali di 
equilibrio; infatti quando il punto è libero, le Sx,. sono affatto indipen- 
denti, e la (15) si scinde nelle tre equazioni (2) del § 229; se il punto 
è obbligato a rimanere sopra una superficie S, con la (15) coesiste l'equa- 
zione (16), e per mezzo delle stesse si ricavano l'equazioni (9) o le (io) 
del § 230; infine, allorché il punto è scorrevole sopra una data linea, 
coesistono la (15) e le (17), dalle quali equazioni s'inferisce quella 
stessa (13) del § 231 relativa a questo caso. 

Se per riferimento del punto e delle direzioni delle forze si prende 

un tetraedro fondamentale, l'equazione esprimente questa proprietà, ossia 

l'equazione generale d'equilibrio del punto, conforme all'espressione (3) 

del § 211, è 

(18) iDlB.B.iR.ix, + R,ix,) = , 

e quando con essa equazione devono coesistere o la (i^), o le (17), 
quest'equazioni L = o, L^ = o, L^ = o comprenderanno le quattro 
coordinate x^ , . . . , x^ del punto M, ossia le medesime si estenderanno 
ai valori di i = i, 2, 3, 4. 

233. Talune appucazioni. — Per rilevare l'importanza e mostrare 
il modo di applicare le formole che precedono, trattiamo alcuni casi 
particolari. 

i^ Sia un punto M sollecitato da n forze attrattive emananti da al- 
trettanti punti materiali fissi -/i^ (v = i , 2, . . . , n), con intensità propor- 
zionali alle distanze r^ del punto M dai punti fissi, ed alle masse m^ di 
questi punti. — Dinotiamo ^^.(i =1, 2, 3) le coordinate ortogonali dei 
punti A^ , ed x. le rispetdve ad M, talché si ha, sopprime.ido l'indice v. 
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r' = X(^. — ^»)'> esteso il sommatorio ad i = i, 2, 3; se F^ designa 
la forza emanante da -^^ , ed / la forza unitaria, prendendo per unità di 
massa quella del punto Af, si ha t\ = — /m^r^, le cui proiezioni su 
gli assi coordinati sono, soppresso altresì l'indice v, 

Ora, essendo il punto M libero, per l'equazioni d'equilibrio (2) 
del § 229 si hanno 
(0 ^X. = Jim(x. — a.) = 0= I. 2. 3), 

per ciascun valore di i esteso il sommatorio agli n punti A^ , e dalle 
stesse si trae per la posizione d'equilibrio 

la quale espressione confrontata con la (i) del § 140 manifesta che la 
cennata posizione coincide col centro di gravità G delle masse degl'indi- 
cati punti fìssi costituiti in sistema. 

Nel caso in esame, quale particolare di altro più generale (§ 188), 
esiste una funzione di forza (7, che in ispecie va espressa dalla for- 
mola 

esteso il secondo sommatorio ^ ^d i ^= i, 2, )y e per ciascuno di essi 
valori sì estenderà il primo a tutti gli n punti J^ . 

2° Lo stesso problema, supponendo che M possa scorrere senza 
attrito sopra una sfera di raggio ]?, il cui centro sia preso per ori- 
gine degli assi coordinati ortogonali. — Adoperando il principio dei la- 
vori virtuali, tenute presenti le indicazioni e formole precedenti, si ha 
per l'equazione (15) del § 232 

estesi i sommatorii come per la (fe), ed essendo ^x^. — U* = o l'equa- 
zione della sfera, per la (16) del citato § viene 

2^x.ìx. = 0; 

moltiplicata questa per un'indeterminata \ ed aggiunto il prodotto alla 
precedente, l'equazione risultante si scmde nelle tre 

(0 Z^(*< ~ ^i) + Xx^ = (i= I, 2, 3X 
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le quali anche si presentano in forma di proporzioni 

donde, posta Tausiliaria 

(0 l*' = I(Z'»aJ, 

il primo sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3, si ottiene per la posi- 
zione d'equilibrio 

(pO x, = —J^ma, (i = 1,2,3). 

r 

Considerato il sudetto centro di gravità G delle masse dei punti 

A^ , dinotate $,. le sue coordinate, si hanno, soppresso pure pjr brevità 

l'indice v, 

l. = Xmfl, : X'», 0G^= X'iU 

e ne deriva per (jl l'espressione p. = OG ^m^ quindi per la (iw) 

viene 

(«) x,:ii = R:'OG, 

che dimostra essere la posizione di equilibrio di M all'incontro della 
sudetta sfera con la congiungente G ; per la pressione esercitata sulla 
sfera poi si ha 
(a) N = — 'kR = (^R—'OG)X^. 

3^ Sopra un piano inclinato senza attrito, formante l'angolo col 
piano orizzontale, è posato un punto pesante M di massa m, determi- 
nare la forza F capace di tenerlo in equilibrio. — La retta d'intersezione 
del piano inclinato col piano orizzontale sia presa per asse OX^, una 
perpendicolare alla stessa in detto piano orizzontale per asse OX^, e la 
verticale in per asse X^ , l'equazione del piano inclinato è 

L = X, tan 6 — x = . 

Dinotiamo x^ le coordinate del punto M nella posizione d'equili- 
brio, X. le componenti secondo gli assi coordinati della forza richiesta 
F, ed m^ il peso, ossia la forza della gravità agente sopra M nel senso 
dell'asse OX^ dall'alto in basso, mentre le x^ sono contate in senso 
opposto; in seguito a queste indicazioni l'equazione (15) del § 232 è 
in questo caso 

-^i^^i + ^a^^a + (^3 — ^g)^x^ = 0, 
colla quale coesiste la seguente 
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moltiplicata questa per un'indeterminata "ky ed aggiunto il prodotto alla 
precedente, risulta un'equazione che si scinde nelle tre 

(p) X, -f X tan 9 = , X^ = o , X^ — vig —1 = o^ 

la seconda delle quali dimostra dover essere la direzione di F in un 
piano parallelo al piano X, OX^, cioè a dire nel verticale passante per 
M perpendicolare al piano inclinato, e dalle altre due si deduce 

(y) Xj cos 9 -|- X^ sen 6 = m f sen . 

Questa equazione dimostra che la componente di F parallela al 
piano inclinato dev'essere uguale alla rispettiva del peso m|^, ed inverso 
opposto; perciò, dinotato a l'angolo the la direzione di F forma col 
predetto piano, si ha 
(r) F cos a i-= m g sen 6 , 

e per cui mezzo, data l'inclinazióne a, ossia data la direzione della F, 
si determina la sua intensità, ovvero data questa, che in generale deve 
essere F> m^senft, si determina a. La pressione esercitata sulp'.ano 
inclinato si ottiene per l'una delle seguenti espressioni 

/,> j^^ '^ = ^^ ^Fcosx cos(a+9) ^ cos(a^e) 

^ ^ cos 6 sen sen * cos a ^ cos a 

IL — Equilibrio di un solido interamente libero. 

234. Adoperando l'equazione generale (2) del § 219, dipendente- 
mente dai lavori virtuali delle n forze F^ applicate al solido, omesso 
per semplicità l'indice v, si ha per l'equilibrio 

e poiché si suppone il solido interamente libero, atteso le (5) del § 85, 
con osservare che le coordinate X. di quel § corrispondono alle attuali 
X. , per uno spostamento virtuale si hanno 

-jJ. = tt^ + 0)^X3 — a)^x,, 



S 



^2 I 



X. 



3 



tx 



,— = tt -I- iù X — iù X » 

le u^ , <ù. avendo il significato definito nel citato § ; per mezzo di queste 
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espressioni la (i) si commuta in 

e quest'equazione, attesoché al solido libero gli si può attribuire quello 
spostamento virtuale che più piace, sicché le sei quantità ti- , o). restano 
affatto arbitrarie, si scinde nelle seguenti : 

(2) Z^i=Zf«i = o 0=1,2,3), 

(3) l Z(^X, - ^.^3) = Z/'C^,»» - ^.«3) = o , 

( Z(^. ^. — x,x^) = Zi^(^.«, — ^,0 = o , 

in ognuna estendendosi il sommatorio Z ^ ^^^^^ ^^ ^^^z^ applicate al 
solido. 

Le (2) dinotano che le somme delle componenti di tutte le forze 
date, secondo ciascuno degli assi coordinati, devono essere nulle, e le 

(3) esprimono di essere nulle le somme dei momenti delle stesse forze 
rispetto ai detti assi (§ 125); queste sei equazioni dunque significano 
che le forze nello stato d'equilibrio si contrabbilanciano in modo che non 
potrà avvenire né una traslazione in senso di ciascun asse, né una ro- 
tazione attorno gli stessi, esse costituiscono perciò le sei equazioni di 
condizione necessarie e sufficienti ad assicurare l'equilibrio. 

Se tutte le forze siano parallele, sussisteranno le medesime equa- 
zioni, ma poiché gli angoli d'inclinazione delle forze con uno stesso asse 
sono eguali, cosi designati x.(i = i, 2, 3) i coseni di codesti angoli, le 
stesse equazioni si modificano in guisa, che le tre prime si riducono 
alla sola 

(4) lF = o, 

e le (3) si presentano nelle forme 

(5) j ^Z'^^3— ^Z^^,=o> 

perù, stanteché moltiplicate rispettivamente per x^ , ;c^ , x^ , e sommate 
danno l'identità o = 0, è manifesto essere le medesime distinte due 
soltanto, e l'altra conseguente; nel caso delle forze parallele adunque le 
equazioni d'equilibrio sono tre, ossia la (4) e due delle (5). 
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Allorché le forze date sono tutte in uno stesso piano, perciò in esso 
anche i loro punti di applicazione, la considerazione del solido riducesi 
ad una figura piana sottoposta a forze direte nello stesso piano; trac- 
ciati nel medesimo due assi ortogonali OX, , OX^, ai quali si riferi- 
scano le direzioni delle forze ed i punti di applicazione, le relative equa- 
zioni d'equilibrio, per direzioni qualunque delle forze, sono due che de- 
duconsi dalle (2) con i= i, 2, e la terza (3); per forze parallele poi 
si hanno la (4), e l'ultima delle (5). 

235. Le medesime equazioni (2), (3) possono conseguirsi in altri 
modi speciali, indipendentemente dal principio dei lavori virtuali, e per tali 
mezzi particolari resta, inversamente, verificata la esattezza dello stesso 
principio generale (§ 228); in proposito è ad osservare in primo luogo 
che al sistema delle n forze date F^ si possono surrogare in equivalenza 
(§ 114): unica forza R applicata in un punto preso a piacimento nel 
solido, calcolabile per l'equazione (3) del citato §, ed una coppia C di 
momento G espresso per la (5) dello stesso §. 

Ora per l'equilibrio del solido, supposto interamente libero, eviden- 
temente bisogna e basta che sieno J? = o, G = o, le quali eguaglianze 
atteso le ricordate relazioni (3), (5) del § 114, traggono rispettivamente 
alle sei equazioni (2), (3) sopra riferite. 

23^. Altro procedimento facile ed elegante è come segue, cioè sia 
F, una forza rappresentata in direzione ed intensità dal vettore j4^ fi, , 
della quale si voglia il momento M^iF^ rispetto ad un asse kly che 
non si trova in un stesso piano con F, , per un punto qualsiasi K di 
hi condotto il piano perpendicolare, e sul medesimo projettato A^B^ in 
C, D, , il momento richiesto come si sa è rappresentato dal doppio del- 
l'area del triangolo KC^D^ (§ 125); intanto preso sull'asse kl un altro 
punto qualsiasi L, se si moltiplica l'area KC^D^ per iCL, il prodotto 
equivale al triplo del volume del tetraedro avente i vertici nei punti 
A", L, C,, D, , quindi dinotato {KLC^D^ codesto volume, si ha 

*' ' KL 

ma è facile rilevare che, essendo C, ed A^y D^ ^ B^ sopra rette rispet- 
tivamente parallele 2. KL, si hanno l'eguagUanze di volumi 

iKLC,D,) = (KLAM = ÌKLA,B;), 
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quindi 



M 



ki 



KL 



In conseguenza, avendosi riguardo ai rapporti dei momenti di più 
forze rispetto allo stesso asse, non già ai valori assoluti, ne segue che il 
momento di una forza va espresso dal volume del tetraedro, che ha per 
vertici gli estremi del vettore rappresentante la forza, e due punti presi 
ad arbitrio sull'asse, questi punti rimanendo invariati quando si ha da con- 
siderare i momenti di più forze; è manifesto d'altro canto di doversi 
prendere col medesimo segno (il segno -}- P«e.) i volumi relativi alle forze 
che tendono a fare girare il solido in uno stesso senso attorno Tasse, e 
con segno opposto al precedente (il segno — ) quelli relativi alle forze, 
che tendono a fare girare il solido in senso contrario. 

Ciò premesso, se al solido interamente libero sieno applicate n forze 
F^ comunque dirette rappresentate da vettori A^ B^y e si abbiano da con- 
siderare i loro momenti rispetto ad un certo asse ib/, del quale si pren- 
dono ad arbitrio due punti K, L, la somma di codesti momenti, a meno 
di un fattore costante, è data dalla formola 

(6) 1m„f, = X(.kla,b;), 

il sommatorie esteso a v == i, 2, . . . , n. È evidente d'altro canto che, se 
le n forze si fanno equilibrio, tale somma per qualsiasi asse dev'essere 
nulla, e reciprocamente, se questa somma sia nulla per ogni asse preso 
a piacimento nello spazio, le forze devonsi fare equilibrio; conseguente- 
mente, le condizioni d'equihbrio sono incluse nell'eguaglianza 

(7) I(irL^,5,) = o. 

Quest'equazione, atteso la nota espressione del volume di un tetrae- 
dro, i cui vertici siano rapportati a tre assi ortogonali OX^, st dinotiamo 
fc. , /. , x^. , x^ . -}- ^vi f ^'^ rispettive coordinate dei vertici K^ JL, A^, fl^ , 
essendo X^^ le componenti di ogni forza F^ secondo i tre assi coordinati, 
assume la forma 
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posto w . = /,. — Jfe. , e soppresso l'indice v. 
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(9) 



Sviluppando i vari determinanti, risulta 
(K m, - *, m JZX, + {\m-k, m;)Y^X, + (*, m, - K f»^òT^, 

ed essendo arbitraria la posizione dell'asse e su di esso la scelta dei punti 
Kj Ly ne deriva che le it . , /,. , quindi le w. , ed i binomii con esse quan- 
tità composti, sono affatto indipendenti dalle forze e dai loro punti di 
applicazione, in conseguenza quest'ultima equazione (9) si scinde nelle 
sei (2), (3) del § 234, 



237. Equazioni d'eq.uilibrio, riferendo il soLroo e le forze ad 
UN tetraedro fondamentale. — Il principio invocato nel § precedente, 
quindi l'equazione (7) includente le condizioni d'equilibrio per un solido 
libero, è indipendente dal sistema di coordinate prescelto, in conseguenza 
si applica anche prendendo per riferimento delle direzioni delle forze e 
dei loro punti di applicazione un tetraedro, ritenendo in proposito le in- 
dicazioni e relazioni stabilite nel § 99 ed in altri relativi. 

Ricordata inoltre l'espressione, che dà il volume di un tetraedro di- 
pendente dalle coordinate tetraedriche dei vertici, dinotate come sopra 
fc., /;, x^;, Xy; -j- X^;, con t = I, 2, 3, 4 quelle rispettive ai vertici^, 
L, A^^ B^y essendo le X^. equivalenti alle componenti delle forze F^, in di- 
rezioni normali alle facce B^ del tetraedro, si ha per l'anzidetta equazione 
(7), e rappresentati i determinanti per gli elementi della prima diagonale, 

Z[*. h S *y4 + -^vJ = o; 
sottraendo in ciascun determinante, come fu praticato per la (8), la pri- 
ma verticale dalla seconda, e la terza dalla quarta, posto altresì m. = J^ — k. 
con i = I, 2, 3, 4, e soppresso per brevità l'indice v, si deduce 
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= o. 



Da quest'ultima equazione, moldplicando nei determinanti la quarta 
orizzontale per B^, indi aggiunte alla stessa le altre orizzonuli molipli- 
cate la prima per 5,, la seconda per B^, la terza per B , avendo ri- 
guardo alle relazioni 

15,*, = Zfi,*, = 3 r, l5,m, = lfi,X, = o, 
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nella prima delle quali T designa il volume del tetraedro di riferimento, 
ed i sommatorii y^ in tutte estesi ad i = i, 2, 3, 4, dividendo al tempo 
stesso l'equazione risultante per 3 T, si ricava 

k. m. X. X. 
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equazione della forma medesima della (8) che si sviluppa parimenti nella 
(9), e questa atteso Tindeterminazione dei coefficienti composti con le 
k.f m.j si scinde nelle 

(a) ZX. = 0, ZX, = o, 1X3 = 0, 

(b) Z(x,X-x,X,)=o, l(.v,X-x.X,)=o, Z(^.X-x,X.)=o. 

Se sulle altre orizzontali nei determinanti dell'e:}uazione (io), ad una 
ad una considerate al pari della quarta, si opera analogamente, si otter- 
ranno altre tre equazioni deducibili dalla (11) con eseguire nel gruppo 
(1234) degl'indici le successive sostituzioni 

/1243\ /i432\ /423i\. 
Vi 2 3 4/' Vi 2 3 4;^' \i23^)' 

in conseguenza si avranno altre equazioni, che si possono dedurre con 
le stesse sostituzioni anche dalle (a), (b)j sicché ne risultano in complesso 
per l'equilibrio del solido le seguenti dieci equazioni 

(12) Z^i = o (i=i, 2, 3, 4), 

I(x,X,-x,XJ=o, Z(^3'Y-x.X,)=o, I(x.X-x,X,)=o, 

Z(^aX-^^a)=^> lf<^^-^A)=0. Z(x/,-X,X^=0, 

il sonmiatorio Z ^^ ognuna delle medesime essendo esteso a tutte le 
forze date. 

Confrontati i primi membri delle (13), dividendoli rispettivamente 
per senZ),^, senD,^, senD^^, senZ),^, senD^^, senZ),^, con le relative 
e^resàonì delle somme dei momenti delle stesse forze rispetto agli spi- 
goli D,^, JD^^, Dj^, jD,j , D^^y D,^ del tetraedro (§ 126), si deduce che 
nel caso d'equilibrio, prendendo i momenti delle forze relativamente agli 
spigoli di un tetraedro qualunque, le somme di essi momenti rispetto a 
ciascuno spìgolo sono nulle, ciò che costituisce un insieme di sei equa- 
zioni necessarie ad avverarsi per l'equilibrio, nu esse sole non sono suf- 
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fidenti, perciocché vi devono coesistere le (12), tutte in complesso deri- 
vanti dalla (11). 

Inversantente, quando coesistono e le (12) e le (13), l'equilibrio è 
assicurato, perciocché l'esistenza di quest'equazioni trae quella della (11), 
che assicura l'equilibrio del solido, dunque è vero il seguente 

Teorema. — Riferendo le jor:^ agenti sopra un solido e i loro punti 
di applica:^one ad un tetraedro^ p:r V equilibrio bisogna e basta che le somme 
delle componenti delle date for^e perpendicolari alle facce del tetraedro sicno 
nulle, e che sieno nulle le somme dei momenti di dette for%e relativamente 
a ciascuno dei sei spigoli. 

Osservazione. — Questo teorema parrebbe richiedere un numero 
esuberante di equazioni d'equilibrio, essendo le (12), (13) in complesso 
dieci, mentre in generale l'equazioni d'equiUbrio per un solido libero sono 
in numero di sei; però é da osservare che le componenti di ciascuna 
forza Fy , e le coordinate del suo punto d'applicazione devono soddisfare 
all'equazioni 
(d) ' ZBìX,, = o, Z5,(o,-x,,) = o, 

essendo 0. le coordinate di un punto preso ad arbitrio, e per mezzo 
delle stesse relazioni le accennate dieci equazioni si riducono a sei. In- 
fatti, se nella prima si pone v = i, 2, ...,«, e si sommino tutte l'e- 
quazioni dedotte, si ottiene la seguente, soppresso per semplicità l'indice v, 

che dimostra esser le (12) tre soltanto distinte, e l'altra é conseguente. 
Si dimostra parimenti, con procedimento analogo all'adoperato nel § 30 
per le velocità areolari, che tre delle (13) sono conseguenti dalle altre 
tre, purché queste per essere distinte sieno relative a spigoli non appar- 
tenenti tutti e tre ad una stessa faccia del tetraedro. 

238. Caso in cui alle forze non in equilibrio sia sostituibile 
UNICA FORZA. — Allorché le n forze F^ agenti sul dato solido non si 
fanno equilibrio, e perciò non si verificano l'equazioni (2), (3) del § 234, 
si può domandare a qtwle condxT^one le for%e devono soddisfare per avere 
una risultante R, e qual'è questa risultante? 

È evidente che se tale forza risultante esiste, la medesima presa in 
senso opposto dovrà fare equilibrio alle forze date; sieno ;.(} = i, 2, 3) 
le coordinate ortogonali del punto di applicazione, e x. i coseni degli 
angoli, che la direzione di codesta risultante forma con gli assi coordi- 
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nati OX^y devono avverarsi le seguenti eguaglianze 

(14) j?^ = i?x, = xx, = 2;fa„ 

essendo R. le componenti secondo i tre assi della forza applicata in 0, 
e Gì i momenti rispetto ai detti assi di tre coppie, le une e le altre in- 
sieme sostituibili alla R (§ 114); le ultime tre eguaglianze, mediante le 
prime, si presentarlo pure nelle forme 

(15) G,-j-R,^-R^i=o, G,+R^l-R,l=o, G^-\-R,l-R^l=o. 

Le coordinate ^. possono appartenere ad un punto qualsiasi della retta, 
secondo la quale è diretta la risultante Ry l'equazioni (15), delle quali 
due soltanto sono distinte e l'altra conseguente, costituiscono j)erciò l'e- 
quazioni di essa retta ; moltiplicandole rispettivamente per ^ -X, , ^X^y 
^X^y e sommati i prodotti, risulta 

(16) XRiGi = o, 

il sommatorio ^ esteso ad t = i, 2, 3, la quale equazione costituisce 
la condizione per la coesistenza delle stesse (i5)> quindi per la sussistenza 
della forza R sostituibile al sistema delle forze date, e quando ciò ha 
luogo, mercè le (14) si determina la sua intensità 

indi con le 

~ R ~ R 

si determinano gli angoli che la sua direzione fomia con gli assi; infine, 
dalle (15) posta f = o si ricavano i valori 

(19) 5. = -G,:i?,., 5, = G.:i?, 

delle coordinate, che fissano la posizione sul piano X, X^ del punto 
d'incontro della R con lo stesso piano. 

Confrontate queste formole con le rispettive del § 115, si desume 
che la presente ricerca coincide con quella dell'asse centrale delle forze 
date, ed avendosi K = Oy quindi G* = o, ne risulta il seguente 

Teorema. — Affinchè le for:^e appUcaU ad un solido libero siano ri- 
ducibili ad unica for^a, bisogna che la joryi principale e Vasse della coppia 
risultante del sistema delle for^e date (§11 3)^ relativamente ad un centro 
di riduzione qualunquCy sieno perpendicolari. 
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239. Eqjuilibrio astatico di un sistema rigido. — Consideriamo un 
solido libero in equilibrio, se il medesimo spostato da tale posizione, re- 
stando le forze applicate agli stessi punti, e costanti in grandezza e di- 
rezione, pure si mantenga in -equilibrio, l'equilibrio si dirà astatico. Nella 
generalità dei casi ciò non avviene, come si rileva agevolmente conside- 
rando due forze F eguali e contrarie applicate agli estremi di un seg- 
mento AB di retta rigida, e nella direzione della stessa retta, in tali con- 
dizioni il sistema è in equilibrio; parò se si sposta in guisa che AB 
prenda una posizione A' 5' non parallela, le forze F mantenendosi seni-, 
pre costanti in grandezza e direzione, si costituirà una coppia, sistema non 
in equilibrio ; adunque l'equilibrio astatico sarà realizzabile in casi speciali, 
perciò proponiamoci il problema di trovare le condizioni, alle quali de- 
vono soddisfare le forze del sistema, affinchè il suo equilibrio sia astatico. 

La ricerca va semplificata considerevolmente per l'osservazione, che 
uno spostamento qualunque di un solido libero si può riguardare (§ 82) 
come risultante da una traslazione, e da una rotazione attorno ad un 
asse passante per uno dei suoi punti; la traslazione evidentemente non 
altera lo stato d'equilibrio, dappoiché in tale movimento il sistema si tra- 
sporta parallelamente a se stesso, rimane dunque a determinare le varia- 
zioni prodotte dalla rotazione fatta subire al sistema attorno ad un punto 
qualunque del medesimo, che prendiamo per origine di una terna di 
assi ortogonali x^ . 

Sieno X. le coordinate del punto di applicazione di una delle forze 
f , ed X,. le componenti della stessa secondo i predetti assi, per lo stato 
d'equilibrio del sistema devono verificarsi (§ 234) l'equazioni 

(Z(*.X-^,X,)=o, Z(*,X-x.X,)=o, Z(*.X-x,X.)=o. 

Ora, s'immagini che il sistema dietro la traslazione subisca uno spo- 
stamento rotatorio, attorno un asse passante per 0, con un angolo di 
giro unitario a>, e sieno a>. (i = i, 2, 3) gli angoli unitarii delle rota- 
zioni attorno gli assi coordinati, sostituibili all'unica rotazione anzidetta, 
ne avverranno per le coordinate x^ di qualsiasi punto del solido le va- 
riazioni dx. espresse per le formole (4) del § 85, posti in essQ «. sol- 
tanto invece di ia. dt; pertanto, le coordinate jc^ = x. -}" ^^i dello stesso 
punto dietro il movimento rotatorio sono 
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e le componenti X. delle forze, stante le poste condizioni, rimangono in- 
variate; adunque, se il sistema si mantenga in equilibrio nella seconda 
posizione, avendosi similmente alle tre ultime equazioni (20) 

I.(.xlX-x\X,) = o, I.ixlX-x\X;) = o, X(^'X-x',X,)=o, 

le stesse, per la sostituzione delle (e), e stante le tre (20) anzicennate, 
diventano 

i'^^ Z(^a'^. + ^3^3) — ^. Z^a^. " "3 Z ^, ^'. = O, 

Quest'ultime equazioni, per coesistere con determinati valori degli 
co,. , richiedono che sia identicamente nullo il determinante dei coefScienti ; 
in conseguenza, per l'equilibrio astatico, subendo il sistema uno sposta- 
mento qualsiasi, oltre d'essere soddisfatte le sei equazioni (20), bisogna 
che si avveri quest'altra 

I(X,x. + X,x,) -IX^x, -ZX3 



5*. 



-Z^.*. I(^,^-, + ^.*.) -Ix 



X, 



= 0, 



(22) 

che si può riguardare come l'equazione di condizione specifica per l'asta- 
tica di un sistema rìgido. 

MoBius ha chiamato asse d'equilibrio una retta tale, che il corpo 
solido resta in equilibrio quando lo si fa girare di un angolo qualunque 
attorno di essa retta ; e dal precedente risulta che se uno degli assi coor- 
dinati, l'asse ox^ per es. , fosse asse d'equilibrio^ bisogna e basta che 
siano soddisfatte, oltre le sei equazioni (20), le seguenti condizioni 

(23) Z^,*. = Z^,^, = Z(^.*. + ^,0 = o, 

derivanti dall'equazioni (21) con porre «^ = 0^ = 0, l'angolo w essendo 
qualunque. 

in. — Equilibrio di solidi sottoposti a determinate condizioni. 

240. L'equazioni d'equilibrio di un solido soggetto a date condi- 
zioni si comprendono fra quelle relative ad un solido libero, aggiungendo 
alle forze che gli sono direttamente applicate quelle sostituibili alle con- 
diàoni date, sicché per queste condizioni nessuna altra equazione di equi- 
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librio verrà ad introdursi; invece, una o più dell'equazioni (2), (3) del 
§ 234, o delle (12), (13) del § 237, diventeranno superflue, ed in ogni 
caso occorre determinare quelle che restano necessarie, ciò che andremo 
a rilevare nef casi speciali seguenti : 

1° Solido avente un punto fisso.— Si prenda questo stesso punto 
per origine di una terna di assi ortogonali OX^, e sia Z la forza so- 
stituibile alla reazione di esso punto, quindi sieno Z^ le componenti di 
tale forza secondo gli assi coordinati ; poiché sono nulle le coordinate di 
0, l'equazioni (2), (3) sopracitate per l'equilibrio del solido, riguardato 
come interamente libero con l'introduzione di Z, sono 

(0 ^i+Z^.=0 (1=1,2,3), 

i sommatorii estesi a tutte le forze date ; le prime tre servono alla deter- 
minatone della reazione Z del punto fisso, che è uguale ed opposta alla 
risultante K delle forze date, trasportate in parallelamente a sé stesse, 
e le tre (2) sono l'effettive equazioni di equilibrio, giacché il soUdo non 
può che girare attorno il punto fisso. 

Osservazione. — Noi ammettiamo che l'appoggio sia capace di 
una resistenza indefinita, sicché la reazione Z possa mantenere questo 
punto in equilibrio, altrimenti alle condizioni espresse per le (i), (2) 
dovrebbesi aggiungere un'altra, la quale dinoti che la sudetta risultante 
R non supera la pressione, cui il punto di appoggio possa resistere. 

2° Solido con due punti fissi. — Supponiamo che nel solido vi 
siano due punti fissi -4', A"y quindi un asse a determinato dagli stessi, 
il quale sia preso per l'asse X, , sicché le coordinate di detti punti siano 
^'(Xj,o,o), -^" (x'/, o, o) ; designate Z\Z*' le forze di reaàone di co- 
desti punti, e Z\y Z" le rispettive componenti secondo gli assi coordi- 
nati, abbiamo le seguenti equazioni, considerato il solido come interamente 
libero, 

(3) z;+^;'+Z^. = o (i=i.2.j). 

(4) { X (*, X, - X, X,) - *; z; - < z; = 0, 

I(x.x, - x.x.) + *;z: + x'/zr = o, 
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delle quali l'unica equazione d'equilibrio è la quarta, giacché il solido non 
può che girare attorno Tasse a, le due ultime (3) e le corrispondenti 
(4) valgono a determinare le due componenti Z^', Z,, Z", Z" di cia- 
scuna reazione, mentre la prima delle (3) può solo fornire la somma 
Z[ -|- Z[' di dette reazioni secondo Tasse fisso, cosicché con le sole con- 
dizioni di equilibrio, quindi per mezzo delle riferite equazioni, non si po- 
trà determinare individualmente le pressioni che il solido esercita su i 
punti fissi, ma solamente si potranno calcolare le componenti in senso 
normale all'asse. 

Preso uno dei punti fissi. A' per es., per origine delle coordinate, 
le prime quattro equazioni (3), (4) rimangono invariate, le ultime due 
si modificano come segue: 

e combinando con la seconda e terza (3) si ottengono 

3** Solido appoggiato sopra un piano fisso. — Supponiamo il 
solido S appoggiato per m punti Aj^ (A = i, 2, . . . , ni) ad un piano 
fisso 7c senza attrito, le reazioni Zj, sostituibili a questi punti sono per- 
pendicolari a TT, perciò parallele fra loro, ed ammettenti una risultante 

parallela Z •=2L'^h ^PpW^^^a ad un punto A di tt, che si può determi- 
nare, giacché tracciati nel piano fisso due assi coordinati ortogonali X^ , 
OX^y e dinotate 5^, , ^^^ le coordinate dei punti di appoggio -4^ del so- 
lido, 5j, 5^ quelle di A, centro delle forze parallele Z^, si hanno per la 
cennata determinazione 

(7) 5.z = l5,.z„ 5,z = I^,,z„ 

i sommatorii estesi ad fc = i, 2, . . . , m. 

Il terzo asse OX, si considera come positivo dall'aspetto di tc in 
cui trovasi il solido, e siano a questo applicate n forze F^ (v = i, 2, . . . , n) 
nei punti M^ di coordinate x^. (i = i, 2, 3), sostituendo alle reazioni 
Z^ dei punti di appoggio di 5 la risultante Z parallela ad OX^, si può 
considerare il solido come interamente libero, avendosi perciò le seguenti 
equazioni 

(8) ZX. = o, IX. = o, Z+IX, = o, 
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il sommatorio 2^ in ciascuna equazione esteso a tutte le n forze date. 

Le prime due (8) e l'ultima (9) costituiscono l'equazioni di equili- 
brio, mentre la terza (8), prima e seconda (9) valgono alla determina- 
zione delle reazioni nei punti fissi, le cui posizioni sono assegnate dalle 
note coordinate ^^^, S^^, ed esse tre equazioni, stante le (7) e la 
Z = X ^fc > P^^ ^^^ determinazione forniscono 

(^^) is„z. + ?..z, + ... + $,,z, = Z(^3^. -^.^3)' 

\ 5,a^i + ^22^2 + • • • + ^fca^fc = Z(^3^^ "" ^i-^3)> 

ora, essendo le medesime in numero di tre nelle incognite Zj,, , non pos- 
sono servire alla determinazione in esame che pei soli casi di aversi uno, 
due, o tre punti di appoggio; quando il numero di codesti punti oltre- 
passa, le sole condizioni d^equilibrio sono insufficienti a determinare in- 
dividualmente le pressioni che il solido esercita su ì varii punti di ap- 
poggio. 

241. EaUILIBRIO DI DUE SOLIDI CON UN PUNTO DI CONTATTO. — I so- 
lidi SyS' abbiano un punto di contatto Ky e sia D il piano tangente 
in K comune alle loro superficie, condotta la perpendicolare HKH' a 
D, sarà KH h normale alla superficie di S, q KH' la corrispondente 
alla superficie di S'; il solido S, sollecitato da n forze f ;^ (A := i, 2, . . . , n) 
ai punti Aj^ di coordinate X;,. (i = i, 2, 3), esercita sopra S' nella di- 
rezione KH' una pressione incognita jR, e sopporta viceversa una pres- 
sione R*y eguale e contraria ad i?, per la reazione di S', essendo questo 
sollecitato da m forze F\ (i = i, 2, . . . , m) ai punti A\ di coordinate 
x\i . Dinotiamo Z^ le componenti di R secondo i tre assi coordinati, Z\ 
quelle di /?', essendo Z'. = — Z., e designiamo $. le coordinate di K; 
per l'equazioni d'equilibrio del solido S, considerato come libero, (2), (3) 
del § 234, si hanno 

e pel solido S', riguardato parimenti come libero, 
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sommando quest^equazioni a coppie con le precedenti, spariscono le com- 
ponenti delle reazioni al punto K, atteso Teguaglianza Z,. -}- -2^! = o, e 
si ottengono le seguenti sei equazioni di equilibrio, come se i due solidi 
ne formassero unico, 

(Zx<+Ix:.=o, lix,x-x^x;)-\-Z(i<x'-x[x:)=o, 
(") I(x,x. - x.x,) + l(x;x; - x;x;) = o, 
(XCx.x, - *,x.) + Z^<K -x:x',-) = o, 

il primo sommatorio ^ in ciascuna equazione si estende a tutte le n 
forze i*\ agenti sul solido S, ed il secondo alle m forze f ^ cui è sot- 
toposto S'. 



242. Talune applicazioni. — Affine di rilevare Tuso dei principia 
e delle formole stabilite intorno all'equilibrio dei solidi, tratteremo alcuni 
casi particolari: 

1° — Consideriamo un solido S pesante, con una faccia piana poggiata 
sopra un piano inclinato A B (Jig, 7^) senzfl attrito, t trattenuto da una 
jor%a F applicata al punto K. 

Sia 6 l'angolo tra -45 e l'orizzontale jBC, il centro di gravità 
del solido, al quale si riguarda applicato il suo peso P secondo la verti- 
cale OPy ed altresì la risultante N delle pressioni che il solido esercita 
contro il detto piano, eguale ed opposta alla risultante, secondo la per- 
pendicolare IO ad ABy delle reazioni dello stesso piano inclinato; preso 
questo punto per origine delle coordinate, nel verticale passante per 
Io stesso e perpendicolare al piano inclinato (verticale che è il piano della 

figura) si traccino due assi ortogo- 
nali OXj, OXj, il primo parallelo 
ad ^5, il terzo asse OX^, invisi- 
bile secondo la figura, è rappresen- 
tato da 0; sieno 5^ le coordinate 
di Ky infine sieno a. (j z= i, 2, 3) 
gli angoli che k direzione di F for- 
ma con gli assi coordinati, e p. i 
rispettivi della direzione di P; die- 
tro queste indicazioni, per le relative equazioni di equilibrio (2), (3) 
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del § 234 abbiamo 

(a) Fcosa^-j-PcosP, =0, Fcosoi^'\- Pcos^^ — N=o^ fcosaj = o, 

F($,cosaj — ;,cosaJ = o, f ($^cosa, — $,cosa^) — o, 

F (S, cos a^ — $^ cos a J = o. 

Dalla terza (a) viene a^ = 90°, stante il quale risultato è a^ = 90° — a^, 
e per le due prime (i) si hanno Fl^ sen a^ =0, F^^ cos a^ = o, donde 
5^ = o, cioè la forza F e il suo punto di applicazione K devono tro- 
varsi nel piano X^OX^y ossia nel verticale sopraindicato, e dalla terza 
(è) traendosi tan a^ = $^ : ^^ risulta altresì che la direzione di F deve 
passare per 0. La prima (à)y attesoché P^ = 270° — 6, fornisce la re- 
lazione 
(i 2) F cos 0,1 = P sen G , 

per la quale si determina l'intensità della forza F capace di tenere in 
equilibrio il solido, essendo dato l'angolo ai tra la sua direzione e il 
piano inclinato, e viceversa si determina quest'angolo," allorché sia cono- 
sciuta l'intensità della forza; stante la stessa relazione, e poiché Pj= 180° — 6, 
dalla seconda (a) si trae 

^ •''^ COS a, 

Atteso le rilevate proprietà sulla direzione di F e della posizione 
del punto di applicazione, si scorge (come d'altronde é evidente) che il 
presente problema é lo stesso 3° trattato nel § 233, riguardato il solido 
come un punto materiale pesante. 

2** — Consideriamo in secondo luogo una sfera S pesante, il cui centro 
di gravità coincide col centro di figura^ al quale perciò si considera ap- 
plicato il suo peso P, la medesima è appoggiata a due piani inclinati B A, 
BC (figura 74) sen:^a attrito^ che si segano secondo una ori:;j^ontale in B, 
e formano col piano ori'^pntale gli angoli 6,6', determinare le pressioni che 
essa esercita contro i piani inclinati. 

Il verticale passante per per- 
pendicolare ai due piani dati, e perciò 
alla orizzontale in By è il piano 
della figura; in esso costruiamo il 
parallelogrammo OPNN', di cui 
la diagonale P rappresenta il peso 
della sfera, i lati ON, 0N\ per- 
pendicolari ai piani BJ, BC, rap- 
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presentano le pressioni N, N' eguali e contrarie alle reazioni di essi 
piani; gli angoli N P, N'OP sono rispettivamente uguali a 6, 6', l'an- 
golo ONP== i8o° — (6 + ^'); dal medesiino ne derivano immediata- 
mente le richieste espressioni 

, . .. Psen6' ,,. Psenft 



iV = 



A" = 



/,, 



seu(0 4-e')' " ~sen(e + e')' 

3** — Si abbia una spranga pesante^ considerata come una retta AB 
di massa uniforme (figura 7;), appoggiata per l'estremità A suWorix^n- 
tale X, e per V estremità B sulla verticale X^ , queste linee di appoggio 
senxa attrito, un filo inestensibile {sen^ji massa), fissato in e ad un punto 
D di A By mantiene l'equilibrio, determinare la tensione F del filo, e le 
reazioni AT, , N^ dclVoriviontak e della verticale su A B. 

Il peso P della spranga è una 
forza applicata al punto di mezzo C 
dì ABy dinotato a l'angolo d'inclina- 
zione della spranga, e quello della di- 
rezione del filo con l'orizzontale, de- 
^ ^^ signataifl la lunghezza^ fi, /quella 
del filo ODy sicché le coordinate dei 
punti di applicazione A^ 5, C, D sono 
rispettivamente (2 a cos a, o), (0, 2 a sen a), (a cos a, a sen a), (/ cos e, 
/ sen e), ed essendo le forze tutte nel piano verticale passante per A 5, 
vengono Tequazioni d'equilibrio 

N^ — F cos e z= o, N^ — P — F sen e = o, 

laN^cosoL — a Pcos a — 2 ^ iV^ sen a = o, 

donde si ricavano le richieste espressioni 

(i5)f = 




Pcoso p, Pcos a sen e ^ P 

— «'^' ' ' 2sen(a — e)' ' 2(tana — tane)' 



2 sen (a — e) 

manifestanti essere possibile l'equilibrio solo allorché a>8. 

4** — Quattro jor%e applicate ai vertici di un tetraedro sono propor^^o- 
noli alle aree delle facce opposte, e dirette normahnente verso queste facce, 
dimostrare che esse si fanno equilibrio. 

Riguardiamo i vertici quali punti di un solido, di cui faccia parte 
lo stesso tetraedro, che prendiamo altresì per riferimento; essendo le 
date forze F^ = e 5^ (v = i, 2, 3, 4), e dinotando una costante, si trovano 
per le loro componenti Xy, l'espressioni seguenti, sopprimendo la e per 
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brevità , 

(e) X.. = 5,(i = I, 2, 3, 4), X,, = — B.cosD^^, 

nella seconda delle quali si darà al gruppo vi degl'indici tutte le dispo- 
sizioni binarie dei numeri i, 2, 3, 4, e ad «t; le disposizioni comple- 
mentali. 

Mediante queste espressioni, e stante la proprietà del tetraedro d'es- 
sere l'area di una faccia eguale alla somma algebrica delle projezioni 
sulla stessa delle altre tre facce, risultano verificate l'equazioni d'equilibrio 
(12) del § 237. Quanto all'equazioni (13) dello stesso § si osserva che, 
essendo le coordinate dei punti di applicazione delle forze, cioè dei ver- 
tici del tetraedro, una per ciascun vertice comprese nella formola 

(d) X,, = i/,(i=i, 2, 3, 4), 

e le altre tutte nulle, i primi membri di quelle equazioni si riducono al- 
l'espressioni seguenti, con riguardo alla seconda (e), 

*« X„ - x„ X,. = (5, H^ - B, H;) cos D,^ 
*„X,. - *„X„ = (5.H. - 5,H,)cosD,^ 
x„ X„ - *„ X,, = (5. H, _ B, H,) cos D,^ 

*44 ^4. - *.. ^.4 = (^. H, - B^ H;) cos D^ 

^44^43 - *„x„ = (5,H, - b^h;)cosD,, 

le quali, atteso l'eguaglianza 5^/f^ = 3 T (A = i, 2, 3, 4), sono iden- 
ticamente nulle, perciò le predette (13) del § 237 sono anch'esse veri- 
ficate. 

L'equilibrio delle sudette quattro forze resta cosi pienamente provato. 

5** — Inversamente, se qimttro for^e -FyC'^ = ^> 2> 3> 4)> ^PpH^^^^ ^i 
vertici di un tetraedro con dire^oni normali alle facce opposte, si fanno 
equilibrio, le medesime devono essere propori^onali alle aree di esse facce. 

Si osserva infatti che, esistendo l'equilibrio, sono verificate l'equazioni 
(12), (13) del § 237, e quest'ultime, attesoché sono nulle tutte le coor- 
dinate non comprese nella (d)y nei primi membri riduconsi ai precedenti 
(e), quindi si hanno: 

/rv i ^a^ij — ^3^31 = o, H^X^^ — if^Xjj = o, H^X^^ — ifaX^ = o, 

^^UA4-^A. = ^^ H,X^,-H^X,=o, H^X^-H^X^=o. 

Atteso le direzioni assegnate alle forze, vengono per le loro componenti 
^ii = ^. 0' = '» *> 3» 4) . -^yj = — ^v cos i>„ , 



CAP. n. — EaxntlBRlO DEI SISTEMI INVARIABILI. 



55 



per la seconda di queste formole dando agl'indici i valori medesimi in- 
dicati per la rispettiva (e); con queste espressioni le (/) diventano 

dalle quali eguaglianze, stantechè le altezze del tetraedro sono in ragione 
inversa delle facce sulle quali insistono, risultano i rapporti 

F.:F, = 5.:5„ F,:F, = 5.:£,, F^:F^ = B,: B^, 

F,:F^=B,:B^, F^: F^ = B^: B^, F^: F^ = B^:B^, 

ciò che occorreva dimostrare. 

6^^ — Sieno S, S' due sfere, i cui centri di gravità coincidono coi cen^ 
tri di figura 0, 0', in contatto fra loro al punto K, ed appoggiate rispet- 
tivamente ai piani inclinati BA,BC (figura 76) che si segano secondo la 
orizsontale in B, determinare le condizioni d'equilibrio. 

La linea dei centri 0, 0' passante per K^ secondo la quale sono 

dirette le reazioni 
scambievoli delle 
due sfere, dev'es- 
sere nel piano ver- 
ticale perpendico- 
lare ai due piani 
inclinati, che è il 
piano della figura ; 
sia a l'angolo che 




A/^ 



detta linea forma con l'orizzontale Df, e 0, 0' gli angoli d'inclinazione 
dei due piani BA,BC sulla stessa orizzontale ; sieno r, r' i raggi delle 
sfere, P e P' i loro pesi che si possono riguardare applicati in 0, O', 
/L, rL' le parallele 2, BA^ BC condotte pei centri 0, 0', le quali for- 
mano gli angoli Uy u' con le verticali P, 0'P\ e gli angoli v, v' con 
la linea dei centri. 

Si tratta di forze tutte agenti nel verticale sopraindicato, ed ognuna 
delle sfere è impedita a discendere sul relativo piano inclinato dalla rea- 
zione dell'altra sfera; quindi la componente secondo IL della reazione 
Ry che S' oppone alla sfera S, dev'essere uguale ed in senso opposto 
alla componente del peso P secondo la stessa parallela a 5 -^, e viceversa 
di S relativamente ad S' secondo la l'L' parallela a J5 C; pertanto si 
hanno le due eguaglianze 
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I. — Nozioni fondamentali. 

243. Principio di solidificazione. — Neirariicolo precedente sono 
state stabilite requazioni d'equilibrio di un corpo solido, ossia di un si- 
stema composto da punti materiali, le cui distanze scambievoli sono inal- 
terabili, nelle quali equazioni perciò entrano soltanto le forze che gli sono 
direttamente applicate, appunto per essere nulle le somme dei lavori delle 
azioni e reazioni, che i punti a coppie scambievolmente esercitano; ora, 
è facile rilevare che le medesime equazioni (2), (3) del § 234, per l'e- 
quilibrio di un solido interamente libero, sono comuni a tutti i sistemi 
di punti materiali, qualunque sia la natura del sistema che si considera, 
cioè a dire qualunque sia il legame scambievole fra i punti che lo co- 
stituiscono, giacché l'equilibrio evidentemente non sarà turbato rendendo 
le loro distanze invariabili, non congiando perciò né le coordinate dei 
punti, né le forze che li soUeciLino; ciò che costituisce il principio detto 
di solidificazione dei sistemi deformabili, principio già compreso in quello 
stabilito nel § 207, cioè che quando un sistema materiale è in equilibrio 
vi si può introdurre quei legami che più piace, e pei quali quindi si può 
enunciare la proposizione seguente: 

Quando un sistema deformabile è in equilibrio, le forT^e esteriori^ ossia 
le forxf che gli sono direttamente applicate (ben altro che le scambievoli a- 
zimi dei differenti punti) soddisfano alle condizioni d'equilibrio come se ap- 
plicale ad un solido ; esse perciò verificano le sei equazioni generali (2), (3) 
del § 234, ovvero le (12), (13) del § 237. 
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Queste sono necessarie, però in generale non sufficienti; in ogni 
caso particolare bisogna aggiungere altre condizioni, giacché pei sistemi 
variabili non solo è necessario che sieno soddisfatte le dette equazioni per 
Tinrero sistema supposto solidificato, ma altresì per ogni sua porzione 
supposta anche solidificata, avendosi riguardo pure alle forze di reazione 
che agiscono ai limiti di questa porzione. 

Un corpo solido può essere considerato come il luogo geometrico 
di un numero infinito di punti materiali, il quale si distingue dal resto 
dello spazio per più proprietà; non esistono in natura solidi quali li ab- 
biamo precedentemente considerati, cioè quali sistemi interamente rigidi, 
tutti subiscono deformazioni quando vi si applicano forze sufficientemente 
grandi. 

Il campo delle ricerche intorno alle proprietà meccaniche dei sistemi 
deformabili è da ritenersi pressoché inesauribile, giacché tutti i corpi na- 
turali sono più o meno deformabili sotto l'azione di forze, perciò in un 
CorsOy come il presente, non è possibile percorrere, anche parzialmente 
così esteso campo, bisogna attenerci ad argome.iti puramente speciali, e 
con determinate restrizioni. 

244. Fn-i FLESSIBILI ED INESTENSIBILI. — Diccsi filOy ed anche corda 
cordone^ un insieme di punti materiali collegati in successione lineare, la 
cui sezione trasversale sia trascurabile, e che il medesimo sia perfetta- 
mente flessibile ed inestensibile, di gaisachò la lunghezza dell'arco for- 
mato dal filo tra due suoi punti, qualunque fosse la forma della curva 
che possa assumere, deve mantenersi invariabile. È questo un concetto 
ideale, che non ha esatto riscontro in natura, tuttavia l'introduzione dello 
stesso, come mezzo di approssimazione, agevola le ricerche intorno ad 
argomenti sommamente importanti per le applicazioni. 

Un filo, nel cennato modo concepito, afiìnchè sia in equilibrio sotto 
l'azione soltanto di due forze P, P' agenti alle sue estremità J^ A\ o 
più specificatamente affinchè le due forze si facciano equilibrio per l'in- 
termedio del filo, bisogna evidentemente che le medesime mantengano il 
filo teso in linea retta, che siano eguali, e direttamente opposte secondo 

questa retta (figura 77) ; giacché, se 
dt\ )^^ l'equilibrio esiste, non sarà turbato 

solidificando il filo, ed allora le forze 

jj -^ ;S5 ]t; J, agiscono come se fossero applicate 

a due punti di un solido, devono 



GAP. III. — • EQUILIBUIO DEI SISTEMI DEFORMABILI. 59 

perciò essere dirette secondo la retta congiungente i punti di applicazione, 
essere uguali, ed opposte ; questa condizione necessaria è sufficiente, giac- 
ché essendo il filo teso in linea retta godrà tutte le proprietà di un corpo 
solido, dovendo le distanze scambievoli tra i suoi punti rimanere invariate. 

Le forze interne che si sviluppano nelle due parti, che terminano 
ad un punto M del filo, posto nelle condizioni anzidette, sono eguali ed 
opposte alle rispettive forze P, F, ed il valore comune si chiama la ten- 
sione del filo; cioj la reazione che esercita la porzione MA' sull'altra 
MAy dietro le osservazioni precedenti dev'essere diretta nel senso MA', 
ed eguale alla forza P applicata in A, giacché il filo -^ M é in equilibrio ; 
b reazione della porzione MA sulla MA'^ per la stessa ragione, dev'es- 
sere diretta da M verso A ed eguale alla forza P'; dunque le due rea- 
zioni sono direttamente opposte ed eguali a P o P\ 1^ tensione in con- 
seguenza è costante in tutta la lunghezza A A' del filo, ed eguale all'ima 
delle forze che si fanno equilibrio alle sue estremità ; in altri termini, la 
inestensibilità del filo teso permette di trasmettersi l'azione delle forze 
sollecitanti alle estremità egualmente in ciascun punto della sua lunghezza. 

Pertanto, se due solidi S, S' sono legati da un filo flessibile ed ine- 
stensibile AA\ per l'equilibrio occorrerà che gli sforzi esercitati dai so- 
lidi in ^ ed A' sieno eguali, e diretti in senso opposto secondo la retta 
A A'y ed in modo da tendere il filo ; reciprocamente, il filo produrrà su 
i solidi S, S' in A ed A' rispettivamente due forze di trazione uguali, 
dirette secondo A A\ in senso contrario l'una dell'altra. Queste reazioni 
sono incognite in intensità, ma conosciute in direzione ed eguali fra loro; 
unendole alle altre forze che sollecitano i due solidi, si potranno riguar- 
dare questi come liberi, e per determinare l'equilibrio vi si applicheranno 
gli stessi metodi già stabiliti pei solidi liberi; cosi l'equazioni serventi alla 
determinazione delle reazioni incognite faranno conoscere la tensione T 
del filo, occorrendo però nella pratica che questo sia capace di resistere 
alla rottura, che la tensione tende a produrre, circostanza alla quale in 
astratto non si bada, riguardandosi la resistenza del filo come indefinita. 

Allorché tre forze agiscono sopra un punto materiale M con l'in- 
termedio di fili, per l'equilibrio bisogna e basta che ciascuna forza sia 
tguaXt e direttamente opposta alla risultante delle altre due; infatti, se l'e- 
quilibrio esiste, non sarà turbato rendendo fisso il punto Ai, e poiché 
considerando l'uno dei fili, la forza applicata allo stesso, onde tenerlo in 
equilibrio, bisogna che agisca nel senso medesimo del filo, si potrà ri- 
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guardare le tre forze come applicate in M, ed in conseguenza affinchè 
vi sia equilibrio l'una di tssQ dev'essere uguale ed opposta alla risultante 
delle altre due; reciprocamente, se questa condizione sia soddisfatta, vi 
sarà equilibrio, giacché per uno spostamento compatìbile coi legami, tale 
cioè a dire che i fili restino rettilinei ed inestensibili, le forze ad essi ap- 
plicate si fanno equilibrio, e quanto alle forze interiori, i loro lavori sa- 
ranno nulli, stantechè le distanze tra i punti di ciascun filo si manten- 
gono inalterate. 

Supponiamo infine che un filo, alle cui estremità A ed A' sieno appli- 
cate le forze P, P', abbia la libertà di scorrere entro un anello senza at- 
trito, aflinchè vi sia equilibrio bisogna che le due forze sieno eguali; in- 
fatti, le forze devono essere dirette rispettivamente ciascuna nel senso 
della porzione del filo terminata all'anello, quindi dinotati S/), Sj?' gli 
spostamenti virtuali dei punti di applicazione, che sono nelle direzioni 
stesse delle forze, per l'equilibrio dovrà avverarsi l'equazione 

ma poiché il filo è inestensibile, e devono gU accennati spostamenti es- 
sere compatibili coi legami, occorre che Sp' = — hp, e cosi l'equazione 
si commuta in 

donde risulta P= F. 

245. Superficie flessibiu ed inestensibili. — Al concetto dei fili 
perfettamente flessibili ed inestensibili possiamo accoppiare quello delle 
superficie godenti analoghe proprietà, cioè verremo considerando ciò che 
avviene allorché una superficie, perfettamente flessibile ed inestensibile, è 
sollecitata in ciascuno dei suoi punti da forze dello stesso ordine di gran- 
dezza degli elementi superficiali corrispondenti. Tale è, per es., la ve- 
larla di Giovanni Bernoulli, cioè la superficie che assume una vela gon- 
fiata dal vento, supposto che la medesima sia rettangola, tenuta fissa da 
due aste rigide orizzontali unite a due dei suoi lati paralleli, ed investita 
da un vento che spiri con direzione orizzontale normale alle aste; un 
altro esempio si ha in una superficie di rivoluzione col vertice in basso, 
la quale sia ripiena di liquido, e sostenuta pel suo labbro superiore da 
un anello solido circolare ed orizzontale. 

Ora, avendosi una superficie qualunque flessibile ed inestensibile in 
equilibrio sotto l'azione di date forze, dell'ordine di grandezza soprain- 
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dicata, che diconsi forze esteriori, se della medesima ne sia distaccata 
una porzione limitata da un certo contorno chiuso, questa porzione cosi 
separata evidentemente resterà in equilibrio applicando al contorno altre 
forze convenevoli, che si designano col nome di for^^t di tensione o sem- 
plicemente tensioniy le quali si suppone sempre che sieno rapportate al- 
l'unità di lunghezza del contorno. 

Giù posto, si abbia un rettangolo piano omogeneo AB CD (fig. 78) 
sottoposto a tensioni uniformemente distribuite sui suoi lati opposti, sia 
P il valore assoluto della tensione sull'unità di lunghezza pei due lati 
ACf BD, e sia Q l'analoga per gli altri due lati AB^ CD, in tali con- 

C B 






dizioni evidentemente il rettangolo è in equilibrio, la tensione P si tra- 
smette su ogni elemento lineare parallelo ai primi due lati indicati, e la 
j2 ad ogni elemento parallelo agli altri due lati. Sieno a e i due punti 
qualunque entro il rettangolo, ed i? la tensione unitaria agente sopra 
ogni elemento lineare deUa retta ah\ con questa retta per ipotenusa si 
costruisca il triangolo rettangolo ^ e è, avente il cateto a e parallelo ai lati 
opposti AC, BD del rettangolo, ed il cateto he parallelo agli altri due 
lati; supposto il medesimo rigido, deve stare in equilibrio sotto l'azione 
delle forze P.ac, Q.ct, R.ah, uniformemente distribuite sui suoi tre 
lati a e, eh, ah, le prime due in direzione normale ai rispettivi lati, la 
terza in direzione incognita, tutte dirette dall'interno verso l'esterno del 
triangolo ; e queste forze si posson ritenere applicate ai punti di mezzo 
dei rispettivi lati, perciò le loro direzioni concorrenti nel punto di mezzo 
dell'ipotenusa ah. 
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Ora, se da un punto qualunque a! dei piano si conduce nella dire- 
zione he una retta a! e' = P.a^, e dall'estremo e' si conduce una seconda 
retta c*V = Q.cb nella direzione aCy è chiaro che la congiungente i'a' 
rappresenta in grandezza e direzione la terza forza R.ab, e con ciò la 
tensione incognita R resta completamente determinata. Se questa tensione 
fosse anch'essa normale ad ab, il triangolo delle forze a^b^c' avrebbe i 
suoi lati a'b\ b*c*y e* a* rispettivamente perpendicolari sii hn ab, bc, e a 
del triangolo abcy quindi sarebbe simile a questo, e si avrebbe l'egua- 
glianza dei rapporti 

P.ac : Q.bc : R.ab = ac : bc : ab, ossia P = Q = R. 

In conseguenza una retta qualunque a b, obbliqua ai lati del rettan- 
golo, non può essere soggetta a tensione normale se non è P = j2, e 
quando ciò ha luogo la tensione R normale zi ab dev'essere eguale in 
grandezza a quella comune a tutti i lati del rettangolo; dunque non si 
può supporre che due elementi lineari ortogonali, comunque presi, pos- 
sano essere soggetti a tensioni normali diseguali; la tensione, in generale, 
è obbliqua aWelemento lineare sul quale essa si esercita. 

Sia trasportato il triangolo a'b*c\ parallelamente a sé stesso, entro 
il rettangolo equilibrato, sicché si possa riguardare come parte di questo, 
e trattasi di determinare la tensione R' che agisce sulla sua ipotenusa 
a'b*\ a tale oggetto si operi su questo triangolo a't'c' come sopra il 
primitivo abCy cioè per un punto qualunque b'* del piano si conduca la 
retta i"c" = P,b*c* = PQ.bc nella direzione a' e', ossia bc, poscia dal 
punto e" si coaduca la retta c"^" = Q-a'c' = PQ.ac nella direzione 
b'c'y ossia ca; h congiungente a"t" rappresenterà, in grandezza e di- 
rezione, la forza incognita RJa'b* = RR/ab. Il nuovo triangolo rettan- 
golo a**b"c'* cosi formato risulta omotetico al primitivo ab e, perchè i 
suoi cateti b"c" e c"a" sono rispettivamente proporzionali, paralleli 
e di eguale senso ai cateti b e, e a di quello, quindi anche l'ipotenusa 
a"b" = RR'.ab sarà parallela ad ab, ed avrà con questa lo stesso rap- 
porto dei cateti, sicché sarà RR' = PQ. 

In conseguenza la tensione R' sopra una retta a'b' parallela ad R, 
ossia parallela alia tensione agente sopra una retta qualunque ab, ha, h 
direzione stessa di questa retta, e il prodotto dei valori unitari delle due 
tensioni conjugate R, R' è costante, perciò eguale a quello delle due 
tensioni principali P, Q. Vi sono pertanto infinite coppie di rette, come 
a^ ed a'y, tali che la tensione sopra l'una qualunque di esse è diretta 
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secondo Taltra, ma le direzioni di tali rette conjugaU sono fra loro col- 
legate in guisa che, data Tuna, Taltra è assolutamente determinata. 

Le superiori considerazioni e deduzioni per un rettangolo piano di 
dimensioni finite, rilevate dalllllustre E. Beltrami nella sua classica Me- 
moria « Suir equilibrio delle superficie flessibili ed inestensibili » (Memorie 
dell' Accad. di Bologna, 1882), valgono, <^m'è facile riconoscere, per l'e- 
lemento infinitamente piccolo di ogni superficie equilibrata; per la cui 
teoria, come il citato autore ha saviamente soggiunto : debba evitarsi ogni 
preconcetto sul modo con cui le tensioni si generano e distribuiscono, conve- 
nendo meglio dedurle dairequa^ioni stesse d'equilibrio stabilite direttamente, 
in base al concetto dell'inestensibilità di ogni elemento lineare della superficie 
stessa, 

246. Dell'elasticità in genere. — In un corpo, od in un mezzo 
. limitato od indefinito, le cause che hanno assegnate ai punti materiali le 
relative posizioni, sono non soltanto persistenti, ma iiKessantemente agi- 
scono sugli stessi, giacché se qualche sforzo esterno cangia un poco e 
momentaneamente queste posizioni, le stesse cause tendono a rimetterle 
allo stato primitivo. Questa tendenza, od azione continua di ricondurre 
i punti di un corpo alle posizioni primitive in seguito ad una deforma- 
zione, è ciò che si designa col nome di elasticità. 

Allorché lo sforzo esteriore ha cangiato troppo le posizioni relative 
dei punti materiali, o che abbia lungameate esercitato la sua azione, il 
corpo resta deformato, ossia i punti, anziché riprendere ^ìì antichi posti, 
si arrestano nelle novelle posizioni, e le deformazioni di tale specie di- 
consi permanenti. La più grande intensità o la più corta durata dello 
sforzo esteriore, che non cagiona deformazione permanente, sarà di mi- 
sura al limite dell'elasticità ; questo limite, che è rapidamente oltrepassato 
in taluni corpi, non è realmente mai nullo. 

L'elasticità è dunque una delle proprietà generali della materia ; ef- 
fettivamente è l'origine reale o l'intermediario indispensabile dei feno- 
meni fisici i più importanti; per essala luce si spande, il calore s'irradia, 
il suono si forma, si propaga ed echeggia, il nostro corpo agisce e si 
sposta, le macchine si muovono, lavorano e si conservano, le costru- 
zioni e gli strumenti sfuggono a mille cause di distruzione. In una pa- 
rola, la destinazione dell'elasticità nella natura è altrettanto importante 
che quella della gravitazione universale ; entrambe altronde devonsi con- 
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siderare come gli effetti di una medesima causa, che rende dipendenti e 
solidali le parti materiali dell'Universo, Tuna manifesta questa dipendenza 
a distanze considerevoli, l'altra a distanze piccolissime (Lamé, Théorie 
mathématique de l'élasticité des corps solides). 

Quando si esercita uno sforzo alla superficie di un corpo, la me- 
desima entra in movimento, l'agitazione si comunica ai punti interiori, 
il solido leggermente si deforma, e di seguito si costituisce in un no- 
vello stato d'equilibrio; questo fenomeno, che si rende assai sensibile 
per certi corpi, è difficile a rilevarsi per altri, ma ha luogo per tutti. 
I punti materiali posti alla superficie, e che ricevono l'azione immediata 
di una pressione, la trasmettono ai punti interiori del solido, e subiscono 
scambievolmente una pressione eguale, che mantiene il loro novello equi- 
librio; i punti materiali del secondo strato esercitano sopra quelli posti 
a maggiore profondità un'azione analoga, e cosi si propaga, secondo 
certa legge incognita, la pressione esercitata alla superficie, fino a che sia 
essa distrutta da un ostacolo contro al quale si appoggia il solido. Quando 
la pressione esteriore cessa, le pressioni interiori cessano egualmente, e 
tutto ritorna allo stato primitivo, tutte volte perù che lo sforzo esteriore 
non abbia oltrepassato certo limite, cioè a dire che non abbia prodotto 
una deformazione permanente. 

La deformazione di un corpo solido, ossia le variazioni delle di- 
stanze scambievoli tra i punti materiali che lo compongono, entro certi 
limiti, danno nascimento a forze elastiche, cioè allo sviluppo di forze at- 
trattive o repulsive fra codesti punti; tali variazioni e forze nascono, 
crescono, decrescono, e si annullano ad un tempo, e sono perciò in di- 
pendenza reciproca secondo certe leggi, lo studio delle quali ha dato na- 
scimento alla teoria matematica dell'elasticità dei solidi, teoria che i geo- 
metri hanno esteso alla ricerca delle leggi che seguono i piccoli movi- 
menti, e le vibrazioni dei mezzi elastici. 

II. — Equilibrio dei poligoni funicolarL 

247. Definizioni, condizioni d'eq.uilibrio di un poligono funi- 
colare. — Se un filo flessibile ed inestensibile M^ M^ sia ripartito in 
n porzioni ai punti M^ , M^ , . . , , M ,^ , ed oltre delle forze F^ , F^ 
agenti all'estremità M^, M^, vi siano applicate nei punti intermedi 
Af j , Af j , . . . , M^_, le forze F, , F^, . . . , F^_^ , le quali, togliendo al 
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filo la direzione rettilinea, gli facciano acquistare la figura di un poli- 
gono di n lati, piano o storto, secondochè le forze sieno tutte in un 
medesimo piano, od in piani diversi, il cui insieme costituisce ciò che 
chiamasi poligono funicolare, trattasi di determinare l'equilibrio di tale 
sistema. 

Le forze F„ , F. diconsi estreme, e le altre F, , F, , .... F. , di- 
consi intermedie, e tutte codeste n -f- i forze si dicono esterne, mentre 
per forze interne s'intendono le tensioni, che si sviluppano ai vari punti 
del filo. Talvolta le estremiti M^, M^ sono attaccate a punti fissi, o 
ritenute da ostacoli di altra specie; le reazioni dei punti fissi, o degli 
ostacoli, comunque essi siano, tengono luogo delle forze estreme F^y F^ . 

Ora, dai principii svolti nel § 244 evidentemente risultano le se- 
guenti condizioni d'equilibrio: 

1° Che le forze estreme sieno dirette secondo i lati estremi del po- 
ligono. 

2° Che ogni fòrza intermedia dev'essere nel piano dei due lati, che 
concorrono nel vertice a cui la medesima è applicata. 

3° Che scomponendo ciascu.ia forza intermèdia in due dirette se- 
condo i lati adiacenti del poligono, le forze componenti che agiscono 
alle estremità di un medesimo lato devono essere eguali ed opposte. 

4° Che ciascun vertice si potrà riguardare come libero, in equilibrio 
sotto l'azione della forza che gli è applicata e delle tensioni dei due lati 
ad esso concorrenti. 

Onde dare una designazione a queste tensioni si conviene che di- 
notato un lato coi due numeri indicanti le estremità, si apporrà questi 
stessi numeri per indici alla T, affine di djsignare la tensione e il senso 
secondo il quale si sviluppa, cosi T^^ rappresenta la tensione in ciascun 

punto del lato M^ M^ diretta dal vertice 2 al vertice 3, la T invece è 
la tensione medesima in senso opposto ; dietro queste designazioni, e la 
condizione 4*, ne segue eh a il vertice M^ sì può riguardare libero, in 
equilibrio sotto l'azione della forza esterna F^, e delle due tensioni T^^, , 
^r,r-hi> osservando pure che le tensioni T^^, ^„«,,« sono equivalenti ri- 
spettivamente alle forze estreme F^, F^. 

248. Poligono di Warignon. — In relazione ad un poligono fu- 
nicolare si può tracciare, a partire da un punto A preso a piacimento 
nello spazio, un poligono con le condizioni che saranno designate, il 

F. Caldarera. — Meecunicaf rol. II. a 
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quale mette in evidenza Tequilibrio del funicolare, ed è denominato po- 
ligono di Warignon dal nome del suo autore ; per precisarlo, senza punto 
restringerne la generalità delle indicazioni, prendiamo a considerare un 
poligono di sei lati, rappresentato dalla figura 79. 

Dal punto scelto A sì tiri il segmento AJ^ equipollente a 7,^,, 
ossia alla forza F^, e per A^ si conduca il segmento A^A^ equipollente 
ad fj, cosi la congiungente A^A è parallela al lato M^M^y e rappre- 
senta la tensione T, ^ , giacché questa e la precedente insieme alla F^ , 
agenti su M^ devono farsi equilibrio; da A^ tirato A^ A^ equipollente ad F^, 




r» hA^Aè parallela al lato 



AfjAfj del funicolare e 
rappresenta la tensione 
r^j, così continuando 
si arriva all'ultimo trian- 
golo AA^A^y'ù cui lato 
A^ A^ è equipollente alla 



forza F, 



A^A risulta 



parallelo ad Af^Af^, e 
rappresenta la tensione 
Tjg, ossia la forza e- 
strema F^. Il poligono 
AA^A^ ... A^A cosi formato, i cui Liti successivi sono equipollenti alle 
forze esterne del funicolare, considerate nello stesso ordine, colle diago- 
nali fornisce le tensioni, alle quali sono rispettivamente parallele, ed è 
appunto il poligono designato da Warignon. 

Se Mq, M^ sono fermate a punti fissi, ritenute da ostacoli di 
altra specie, per costruire il poligono di Warignon, devono essere cono- 
sciute con precedenza le reazioni dei punti fissi, o degli ostacoli, le cui 
direzioni sono quelle stesse dei lati estremi del funicolare ; quando però 
codeste reazioni sono incognite, dietro avere costruita la porzione AoA^ ... 
A^_^ coi lati equipollenti alle forze intermedie F, , F^ , . . . , F„_, , biso- 
gna determinare un punto A tale, che le congiungenti dello stesso ai 
vertici della poligonale tracciata rappresentino le tensioni su i lati inter- 
medi del funicolare, ed a ciò basta che ne siano conosciute almeno due, 

le congiungenti estreme ^-^Q, AA^_^ saranno equipollenti alle reazioni 
sopra menzionate. 

Allorché il poligono é chiuso (figura 80), cioè a dire che i punti 
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Af^ , Af ^ sieno pure legati da una porzione del filo, in tale caso le forze 
F^y F^ non devono essere dirette in prolungamento dei lati M^M^, 
M^j Af,, ma dovranno con quesd formare angoli tali, che il lato Af^ Af, 
sia teso, al pari di tutti gli altri; adempiuta questa condizione, si riguar- 
derà M^M^ come diviso in due parti da un punto P, ed a questo ap- 
plicata nel senso PAf^ la tensione T^^ dello stesso lato, che dev'essere 
conosciuta, e la costruzione del poligono di Warignon sarà condotta -come 
segue (supposto anche n = 6) : 

Per A si tiri AA^ equipollente alla tensione T^^^, e da -^4^ il seg- 
mento A^A^ equipollente alla forza F^; A^A rappresenta la tensione T^,, 
ed è quindi parallela al lato M^M^ del funicolare; per A^ si conduca 

A^A^ equipollente ad F^^ 




ed A^A rappresenta la 
tensione T^ ^ , perciò pa- 
rallela ad M^M^; cosi con- 
tinuando, si arriverà a co- 
struire il triangolo AA^A^ , 
di cui A^A^ è equipol- 
lente ad /*'j, ed /^j -4 rap- 
presenta la tensione T^^, 
parallela quindi ad M^ M^ ; 
dietro di che la congiun- 
gente A A^y ultimo lato 
del poligono, deve risultare 
equipollente alla forza F^. 



249. Da tutto quanto precede si rileva che in ogni caso, affinchè 
il dato poligono funicolare sia in equilibrio, bisogna e basta che il rela- 
tivo poligono di Warignon si chiuda da sé, ciò che può significarsi nel 
seguente 

Teorema. — Le for:^ applicate ad un poligono funicolare, trasportate 
parallelamente a se stesse in un punto qualunque dello spazio, devono farsi 
equilibrio attorno di questo punto, e la tensione di ciascun lato è la risul- 
tante di tutte le for^e che agiscono da una medesima parte di esso lato. 

E ne segue che, riferendo il sistema a tre assi ortogonali, indi- 
cando con F\(y = 0, i, . . . , n) una qualunque delle forze date, con 
«»iO = i> 2, 3) i coseni degli angoli che la sua direzione forma coi 
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tre assi, per rcquilibrìo devono avverarsi le tre equazioni comprese nella 

(0 Z^»«w = o» 

dando ad i successivamente i valori i, 2, 3, e con ciascuno di essi esten- 
dendo il sommatorio a v = o, i, 2, . . . , n, le quali equazioni potranno 
concorrere alla risoluzione dei varii problemi, che si possono presentare 
rispetto ai poligoni funicobri« 

Se in uno dei vertici M^ vi sia un anello tirato dalh forza F^, e 
nel quale passa il filo, allora le due tensioni ad esso vertice devono es- 
sere eguali, od altrimenti bisogna che h direzione di f\ biseghi l'angolo 
6^ formato dalle due porzioni del filo passanti per l'anello. La stessa 
cosa può dirsi di tutti gli anelli che vi siano intermedi ai vertici del funi- 
colare, di guisachè se tutti quanti portino anelli, le tensioni saranno tutte 
eguali, in conseguenza /"o = F^, ed ogni forza intermedia sarà data 

dall'espressione 

(2) /••, = 2F„cos4e,. 

Il tonografo. — Allorché sono date le forze applicate al funicolare 
il poligono di Warignon determina le tensioni ; supposto, reciprocamente 
che sieno conosciute le tensioni, comprese le estreme, per determiruire 
le forze incognite si eseguirà !a costruzione a questo modo: Dal punto 
A si conducano altrettanti raggi rispettivamente paralleli ai lati del fu- 
nicolare, e sugli stessi si portino i segmenti AA^, AA^, ^^^^ •••> 
rappresentanti le date tensioni, in seguito le congiungenti delle estre- 
mità dei detti segmenti daranno le direzioni e le grandezze delle forze 
incognite ; pel funicolare aperto le intermedie F, , F, , . . . , F^_^ , men- 
tre gli stessi AA^y ^^n^i rappresentano in grandezza e direzione le 
forze estreme. La stella di raggi, o il fascio di raggi, secondo i casi, cosi 
costituito mediante le note tensioni, con le corrispondenti congiungenti 
delle estremità, che determinano le menzionate forze, è stato denominato 
tonografo da Dino Padelletti che ne ha studiate le primarie proprietà 
(Giornale di mat. Battaglini, voi. 14® pag. 33, e voi. 19° pag. 328); ma 
come agevolmente si rileva, non altro è che lo stesso poligono di Wa- 
rignon, riguardato da altro punto di vista, cioè questo è nei rapporti tra 
le forze date e le tensioni incognite, il tonografo inversamente mira ai 
rapporti tra le tensioni date, e le forze incognite. 

250. Poligono funicolare con forze concorrentl — Essendo 
tutte le forze applicate ad un poligono chiuso, o le intermedie in un 
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poligono aperto, concorrenti ad uno stesso punto posto a distanza 
finita, il funicolare e tutte le forze, comprese le estreme se aperto, sa- 
ranno in un medesimo piano passante per ; e relativamente a questo 
punto, nel poligono aperto la somma dei momenti delle forze estreme 
è nulla. 

Un lato qualsiasi M^M^_^,^, e le due forze ai vertici F^, F^^,, poi- 
ché queste concorrono in 0, devono trovarsi insieme in un piano tt pas- 
sante per 0; la stessa forza F^, e la tensione '1^^^^ secondo l'accen- 
nato lato, devono attorno M^ farsi equilibrio con la tensione r^,_, > 
adunque anche questa, e con essa il lato M^M^_^ devonsi trovare in tt. 
Da ciò deriva che Tintero poligono funicolare, e tutte le sue forze este- 
riori devono essere comprese in detto piano. 

D'altro canto si osserva che la indicata terna F. T , ,, T, ,^, fa- 
cendosi equilibrio, la somma dei loro momenti relativamente ad un punto 
qualsiasi / del piano tq è nulla, e relativamente allo stesso punto è nulla 
la somma dei momenti delle due tensioni eguali ed opposte agenti in 
ciascun punto di un medesimo lato, ne deriva dunque che per un qual- 
siasi poligono funicolare piano la somma dei momenti delle forze esterne 
rispetto ad un punto qualunque / del piano è nulla. Ora, pel punto 
di concorrenza delle forze sopra designate, i momenti di queste sono da 
sé nulle, in conseguenza rispetto a detto punto in un poligono aperto 
la somma dei momenti delle forze estreme é nulla, ossia si ha: 
(3) M,F„ + Af„f. = o. 

Forze parallele. — Nelle condizioni precedenti, se il punto di con- 
corso delle forze sopra indicate sia all'infinito, codeste forze saranno pa- 
rallele, e le proprietà rilevate sussistono egualmente, salve talune modi- 
ficazioni in dipendenza del parallelismo anzidetto. 

Infatti, il poligono di Warignon trattandosi di un funicolare aperto 
si riduce ad un triangolo, i due lati del quale concorrenti in A rappre- 
sentano le tensioni o forze estreme, ed il lato opposto, parallelo alla di- 
rezione comune delle forze intermedie, é eguale alla somma di queste 
forze. Cosi (fig. 8i) tirata h AA^ equipollente ad F^,, e da A^ la A^A^ 
equipollente ad F, , sarà la medesima parallela alla direzione comune 
delle altre forze intermedie, talché basterà prendere sul suo prolunga- 
mento / H i segmenti A^A^, -^a -^j > • • • > -^4-^5 rispettivamente eguali 
ad Fj , . . . , Fj , e la congiungente A^ A risulterà eguale e parallela ad 
F^; le congiungenri intermedie A^A^A^A^ ..., A^A rappresentano le 
tensioni T,^,, T,^,, ..., T^^. 
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Essendo AKy perpendicolare alla IH, ìz projezione comune delle 
AA^y AA^y . . . , ne segue che nel caso delle forze parallele le proje- 

zioni delle tensioni sopra una 
perpendicolare alla direzione 
comune delle forze sono e- 
guali; dò che risulta altresì 
dall'osservare che la terna F^ , 

r.,._. , ^^r,r^, essendo in equi- 
librio, la somma algebrica delle 
rispettive projezioni sopra un 
asse qualsiasi è nulla, quindi 
se Tasse è perpendicolare alla 
direàone di f^, la projezione 
dell'una delle due tensioni è 
eguale in valóre assoluto a quella dell'altra. 

251. Poligono funicolare carico di pesi, ponti sospesl — Nel 
caso teste considerato, se il funicolare sia aperto, ed ai vertici intermedi 
siano afl&ssi altrettanti pesi, mentre Testremità M^, M^ sono affermate a 
punti fissi, o sostenute da altri qualsiansi ostacoli, lo stesso funicolare, e 
le direzioni djgli accennati pesi equivalenti alle forze f ,, jF,, ...» /•\_,> 
saranno comprese nei verticale passante per l'estremità Af^, M^; e per 
esservi equilibrio bisogna che le projezioni orizzontali delle tensioni sieno 
eguali, ciò che costituisce il principio fondamentale della teoria dei ponti 
sospesi. — Relativamente agli stessi si ammette in particolare : a) che i 
punti estremi del funicolare siano sopra una ori:(j^ontale ; b) che il numero 
dei lati sia impari 2/1 -f- i> ^ quello di ìne:^o ori:^7iontale ; e) che le due 
parti del funicolare tra i punti estremi e il punto di mt:^o del lato ori^r 
Xpntah siano simmetriche rispetto al verticale passante per e perpendico- 
lare al piano del funicolare. 

Sia presa per asse X^ l'intersezione dei due piani verticali ora in- 
dicati, e il lato orizzontale, prolungato, per asse OXi; i vertici dell'una 
delle sudette parti del funicolare siano designati (fig. 82) M , Af, . . . M^^, , 
e P, , P^, . . . , P, i pesi affissi agli stessi da M, ad M^; sia 2a il lato 
orizzontale, quindi a = OM^ , e si dinotino /,, i, , ... i lati successivi 
M^M\y Af^ M j , . . . ; 8j , 6j , . . . gli angoli che gli stessi lati /, , /,,... 
formano con le rispettive orizzontali; infine, designiamo T la tensione 
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orizzontale, supposta applicata in nella direzione Af , , e T, , T^ , . . . 

le tensioni secondo i lati i, ,/,,... Giù posto, considerata una porzione 

del funicolare da al 
^nt/ vertice M^, la quale de- 
v'essere in equilibrio sot- 
to l'azione dei pesi P, , 
P^, ..., P^, e delle ten- 
sioni estreme T^, T^, in 
j^ dipendenza delle (i) del 
§ 249, limitate ad i == i, 2, 
si hanno le due equazioni 
d'equilibrio 

donde derivano 

(4) r,= r,cosO„ tan6, = (P. + P, + ... + P,):r„. 

Dinotiamo x^. (i = i, 2) le coordinate di un vertice qualsiasi M^, 
talché quelle di Af, sono jc^^ = a, jc^^ = o, e poste 

(5) 5v = 'vCosO^, 71^ = /y sen 0^ = $y tan 6^ (v=i, 2, ...)» 
vengono l'espressioni 

(6) X,, = a -f 5, + 5, + . . . + S,_,, X,, = 71, + 71, -f . .-. -f 71,_,, 
ovvero, stante le (4), (5), si ha per la seconda 

(7) *.= f-lP.5. + (i'. + ^,)5.+ - + (^. + ^a+" + ^,-.)U, 

'^ o 

la quale per l'ordinata estrema / del punto fisso M„^, , che si denomina 
la freccia, dà 

(8)/=-f [P,e.-f (P. + P,)5, + ... + (P. + P. + ... + PX]. 

■* o 

252. Pei ponti sospesi intanto, oltre delle condizioni sopraindicate, 
si premettono quest'altre: d) che siano date la freccia f, ossia Vahe:^a 
dei punti estremi sulla ori:^ontale OX, , e la lungh^:(j(a 2 a del lato art^- 
:^ontale; e) che ogni vertice M, , M,, . . . , M^ sopporti lo stesso peso P; 
f) che le projeT^oni orizsontali dei vari lati sieno costanti, eguali quindi al 
lato orizsontale, siuht ^^ =: 2a. 
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Con queste condizioni risultano: 

(o) }t - <"+'yP tane- >•/ 

J °~ / ' '~«(«+i)fl' 

Tr = Y l/r'f + fl' «'(« + !)' , 

e dall'ultima espressione, posto r = » , si deduce 

(io) r. = j t^TT^^ + O"' • 

Dal teorema (§ 250) che per un poligono funicolare piano la som- 
ma dei momenti delle forze esterne rispetto ad un punto qualunque / 
del piano è nulla, nel caso dei ponti sospesi si trae 

M,F^+M,P, + M,P, + ... + M,P^_, + M,F. = o, 

ma dinotandosi ^ la distanza di P^ dal punto /, attesoché per le distanze 
di Pj , P3 , . . . , P^, si hanno $ -j- 2 a, $ -j- 2. 2 fl, ...,$ + (« — 2) 2 a, 
ed essendo P, = P, ==... = P. , = P, risulta 

I 3 W— I ' 

M,F„+M/.+Pj$+[5+2«]+[$+3.2a]+ ... -|-[54-(„_2)2a]|=o, 

ovvero 

(II) M,f;+ M,F, + P(« - i)[S + a(n - 2)] = 0. 

Infine, si ottiene facilmente l'equazione della curva che passa pei 
vertici del funicolare, eliminando r tra le prime due .equazioni (9), per 
cui risulta 

che è l'equazione di una parabola, il cui asse è OX^, il vertice in 0' 
al disotto di alla distanza — -p — ^ — r , diguisachè trasportando l'ori- 



0', r( 



gine delle coordinate in questo punto 0', l'equazione della curva diventa 

(13) K = 1^:^^... 



in. — Curve funicolari. 

253. Dicesi curva funicolare la linea secondo la quale si dispone in 
equilibrio un filo, perfettamente flessibile ed inestensibile, i cui elementi 
siano sollecitati da forze dello stesso ordine di grandezza dei medesimi 
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elementi, le quali perciò si susseguono con certa legge di continuità. 
Tale curva si può riguardare come il limite di un poligono funicolare, 
allorché il numero dei lati aumenta indefinitamente, ciascuno di essi 
tendendo verso zero, ed i cui vertici sono sollecitati da forze nel modo 
anzidetto. Nella curva funicolare le forze estreme sono dirette secondo 
le tangenti nei punti estremi, e secondo queste stesse direzioni devonsi 
trovare le reazioni dei punti fissi, o di altri ostacoli, ai quali le dette 
estremità fossero assodate. 

SìSi A MB una curva funicolare, le cui estremità A q B sono man- 
tenute da forze convenevoli, od affermate a punti fissi, o ritenute da 
ostacoli qualsiansi; sia M un punto qualunque del filo, le due parti MA, 
MB, nello stato d^equilibrio esercitano evidentemente l'una sull'altra 
azioni eguali e contrarie. Non si conosce la natura di queste azioni, ma 
si ammette che tutte quelle provenienti da MA, che agiscono sopra MB, 
si riducono ad una forza unica T applicata al punto M, e parimenti la 
parte MB esercita sopra MA un'azione, che si riduce ad una forza 
^uale e contraria a T; il valore comune di queste due forze è ciò che 
si chiama la tensione del filo al punto M, e si potrà sopprimere l'una 
delle parti, h MA per es., purché vi si applichi al punto M una forza 
eguale a T. 

Considerata la curva come limite di un poligono fumcolare nel modo 
anzidetto, si è condotti ad ammettere che la tensione si esercita secondo 
la tangente in M alla curva che forma il filo, ma si dimostra diretta- 
mente questa proprietà fondamentale con l'analisi che segue: 

Dinotiamo s h lunghezza del filo, contata positiva da A nel senso 
AB per es. (figura 83), e siano Af, M' due punti infinitamente vicini, 

ds l'arco fra essi compreso; a questo 

elemento sarà applicata una forza Fds, 

r. p^ I j/t* designando F la forza motrice rapportata 

*^" // all'unità di lunghezza del filo, e sieno 

r, r' le tensioni in M, M' , perciò 
T' = r -f- ^ r. Supposto solidificato l'e- 
lemento A/M', si può riguardarlo isola- 
tamente come libero, sopprimendo le altre 
due parti AM, M'B, purché si sostitui- 
scano le rispettive tensioni, cioè tenuto conto del senso positivo adottato 
per gli archi, alla soppressione dell'arco MA deve surrogarsi la tensione 

F. Caliumira. — Mucamùa, voi. II. io 
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— r, ed all'arco M'B la tensione -(- T\ cosi Telemento ds è ridotto 
ad essere libero in equilibrio sotto l'azione delle forze FdSy — T, -j- IP, 
e basta quindi che sieno sodisfatte le relative equazioni (2), (3) del § 234. 

254. Riferito il sistema ad una terna di assi ortogonali, sieno X^ds 
le componenti secondo questi assi della forza Fds^ quindi X^ le proje- 
zioni sugli stessi assi della forza motrice h\ dinotiamo %. i coseni diret- 
tori della tensione T, a! quelli di V; infine, designiamo x. le coordi- 
nate di Af, che riguarderemo essere le stesse pel punto d'applicazione 
della Fds, G siano x'. quelle di M'; dietro queste indicazioni abbiamo 
tre dell'equazioni d'equilibrio 

r'a;. — ra. + x,rfi = o, 

ovvero 

(i) dTa, ^Xids = o (/= I, 2. 3), 

ed altrettante cioè, una espressa per 

r'(x;a; - x;<) - rdx.x^ - x,a,) + (x,x, - x,x,)ds = o, 

relativa ai momenti rispetto all'asse OX, , che può anche scrìversi 

(2) d(*. r«, - x, T<^,) + (X, X, - X, X,)ds = o, 

ed altre due da questa deducibili con le sostituzioni circolari successive 
nel gruppo (123) degl'indici. 

La stessa (2) può presentarsi come segue: 

x,(d.Toi^ + X^ds) — x,(d.To:^ + X,ds)+r(oi^dx^ — oL^dx;) = o, 

che atteso le (1) sì riduce semplicemente a 

T(cL^dx^ — cLjx^)=Oy 

ed altre due simili sono pure conseguibili da quest'ultima mediante le in- 
dicate sostituzioni negl'indici ; tolto il fattore T, che non è mai nullo, si 
hanno pertanto le tre equazioni 

le quali possono presentarsi anche in forma di proporzioni 



ovvero 

(3') 





dx^ _ 


dx^ 

«a 


dxj 

a ' 
3 




I 


dx^ 
ds ~ 


I dx^ _ 
«a ds 


I 


dXf 

ds ' 
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Dinotato -r- il valore comune di questi rapporti, viene 

ed essendo --t-^ i coseni degli angoli che la tangente alla curva in M 

forma con gli assi OX,, quindi ^ ("T^) = X*»* ^^ ^> ^^^ prece- 
dente eguaglianza risulta fe* = i, ed è = 4: i ; adottandosi il valore -j- i 
pel senso positivo della tensione Ty ne segue Teguaglianza 

(4) «' = 77' 

che manifesta essere b direzione di T queUa stessa della predetta tan- 
gente, come si volea dimostrare. 

Stante questa proprietà, che tiene luogo deUa (2) e sue conseguenti, 
le sole equazioni d'equilibrio del sistema sono le (i), che scrìviamo 

(5) à(T^^ + X,ds = o (.•=i.a,3), 
ovvero, moltiplicando per -j-' , 

specificate queste ai valori di s = i, 2, 3, e sommate con riguardo alla 
ricordata relazione X{"J^) ^^ ^> ^ luogo delle (5) si ottiene 

(6) d r -f- ^X^dx^ = o, od anche -^ f- ^X.ol. = o, 

il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3. 

D'altro canto si osserva che per la (4) essendo a,, i coseni degli 
angoli che la tangente in M alla curva forma con gli assi coordinati, 
dinotati ^. quelli relativi alla normale principale MAT, p la lunghezza 
sulla direzione MN del raggio di cm'vatura, si hanno le relazioni, ri- 
chiamate nel § 22, 

d5 ■" p ' 
in forza delle quali l'equazioni (1) prendono la forma 

/i T T 
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donde, moltiplicando prima per p., poscia per y^, essendo questi i co- 
seni degli angoli che la binormale MB alla curva forma coi tre assi coor- 
dinati, ed atteso le relazioni X*iPi= X*.Yi=^ XPìTì = ^> XP!^=^> 
si ricavano: 

(7) ^■hZX,^; = o, lX,Y, = o, 

r 
in cui, al pari delle (6), i sommatori ^ si estendono ad i = i, 2, 3. 
Dinotate t\y F\y F^ le projezioni della forza motrice F sulle di- 
rezioni della tangente, della normale principale, e della binormale al 
punto M della curva, prendendo queste tre direzioni per gli assi coor- 
dinati, stante Tultima (6) e le due equazioni (7), si hanno le seguenti: 

(8) 47 + ^' = °' -f + ^. = 0' ^» = °' 

che diconsi l'equazioni intrinsiche d'equilibrio della funicolare; le stesse 
manifestano che la forza F è nel plano osculatore alla curva, diretta dal 
lato della convessità, nel senso delle tensioni decrescenti, e rappresen- 
tata sulla tangente, e sulla normale principale, da segmenti espressi per 

le formole 

F, = — dTids, F^ = — r : p. 

255. L'espressione ^X^dx^ è quella del lavoro virtuale della forza 
motrice f , e la prima (6) dimostra che l'incremento della tensione è 
eguale ed opposto ad esso lavoro, in conseguenza se il medesimo sia 
costantemente nullo, cioè se la forza motrice si mantenga normale al 
filo in ogni suo punto, la tensione sarà costante; ciò che altronde ri- 
sulta manifesto dalla prima equazione intrinseca (8), dappoiché essendo 
F^ = o, consegue dT = Oy T = costante. 

Se la stessa ^ X- d x^ sia la diflFerenziale di una funzione di forza 
C7(§ 186), ossia la differenziale totale di una certa funzione 9(x, , x^, x^) 
delle coordinate x. del punto di applicazione della F, integrata la prima 
(6), dinotandosi con K la costante, dà 

(9) T = K-U = K-fix,,x,,x;), 

per la quale equazione si determina la tensione in qualsiasi punto della 
funicolare, essendo pria determinata la costante K, 

La stessa (9) dimostra che la tensione è la medesima in tutti i 
punti del filo, che trovansi sopra una superfìcie di livello rappresentata 
dall'equazione (§ 187) 
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C essendo una costante. 

Introdotta Tespressione di T determinata per la (9) nell'equazioni 
(5), due di esse valgono a fare conoscere la forma della curva funico- 
lare, e se la 9 (x, , Xj , x^) non è data, si potrà determinare la T per 
mezzo delle stesse (5), scritte come segue 

r \ ^ . r^d^Xi , dT dx. 

(IO) X,-\-T^- + -jj..-^ = 0=..2.,); 

giacché da queste, prese a coppie, eliminando -j— si ottengono le tre 
seguenti equazioni, la prima cioè 

^ ^ ds * ds * \ds ds ds ds / 

e le altre due deducibili da questa con le sostituzioni circolari succes- 
sive nel gruppo (123) degl'indici, delle quali tre equazioni una servirà 
alla determinazione della tensione T. 

Se fra le medesime si elimina successivamente la stessa T, si con- 
seguiranno altre tre equazioni, due soltanto distinte, e la terza conse- 
guente, le quali costituiscono l'equazioni della curva funicolare, e pos- 
sono anche presentarsi in forma di determinanti, cioè la prima 

X^dx^ — -Xjdx,, dx^d'x, — dx^d^x^ 
X^dx^ — X^dx^y dx^d^x^ — dx^d^x^ 

e le altre due da questa conseguibili con le anzidette sostituzioni ne- 
gl'indici. 

L'eliminazione ad un tempo di T e di -j- fra le (io) dà 

[X. à^x, rfx,] = o, 
e sviluppando il determinante viene l'equazione 

, ( idx^d^x, - dx^d^x^X, + (dx.d'x, - tix,d'x.)X, 

^ ^^ } + {dx^d'x, — dx.d^xJX^ = o, 

la quale, essendo moltiplicata per p: ^^', poiché i coefficienti delle X. 
sono i coseni degli angoli che la binormale in M alla curva forma coi 
tre assi coordinati, dimostra che la risultante delle X; , cioè la forza mo- 
trice F è situata nel piano osculatore della curva, come risulta altresì 
dalle equazioni intrìnseche (8). 



(12) 



= 0, 
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256. TONOGRAFO RISPETTO ALLE CURVE FUNICOLARI. — Con UIU 

curva funicolare si può associare un'altra, denominata da Padelletti il 
fonografo, la cui costruzione va eseguita come nel § 249 con estensione 
alle curve: 

Preso un punto qualsiasi S nello spazio per polo, a partire dallo 
stesso si conducano segmenti equipollenti alle tensioni nei vari punti 
della funicolare, i quali saranno perciò paralleli alle tangenti ad essa 
curva, la linea cougiungente le estremità di tutti codesti segmenti costi- 
tuisce il tonografo, godente proprietà intimamente connesse con quelle 
della funicolare. 

Tale curva giace dunque sopra una superficie conica di vertice 5, 
delle cui generatrici fanno parte i detti segmenti; i piani tangenti al cono 
sono paralleli ai piani osculatori della funicolare; l'angolo di due gene- 
ratrici infinitamente vicine, e l'angolo di due piani tangenti pure infini- 
tamente vicini, sono rispettivamente eguali all'angolo di contingenza ed 
all'angolo di torsione della funicolare ; se questa è piana, anche il tono- 
grafo è piano; se la tensione è costante, il tonografo taglia ortogonal- 
mente le generatrici del cono, e sviluppando questo su di un piano, il 
tonografo ha una trasformata circolare; le tangenti al tonografo sono 
parallele alle forze agenti sul filo nei punti corrispondenti, quindi se la 
direzione delle forze è costante, cioè se le forze sono parallele, il tono- 
grafo si riduce ad una retta, e la funicolare sarà una curva piana. 

Indicando con ds un elemento della funicolare, Fds b, forza agente 
sullo stesso, e designato ds' l'elemento corrispondente del tonografo, si 
ha l'eguaglianza 
(14) ds' = — Fdsi 

giacché (§ 253) devono, farsi equilibrio la forza Fds, e le tensioni 

— r, -f- 2 ', o ciò che vale lo stesso, dev'esservi equilibrio tra T, T e 

— FdSf le cui lunghezze rappresentative devono costituire un triangolo, 
e stante la designata costruzione del tonografo deve sussistere l'eguaglianza 
(14); dalla medesima deriva che se la forza motrice sia costante in gran- 
dezza, 5' ed i saranno sempre nello stesso rapporto — F. 

257. Stabilite le indicate proprietà tra la funicolare e il tonografo, 
vediamo come questo possa tal volta agevolare l'investigazione delle pro- 
prietà di quella ; per l'oggetto consideriamo una funicolare, la cui forza 
motrice sia costante in direzione, e in grandezza /; la medesima, come 
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sarà dimostrato più innanti, è piana^ e nel suo piano % si costruisca il 
tonografo, rappresentato dalla retta / (figura 84) parallela alla direzione 

/ di F ; nello stesso piano siano tracciati i due assi 
j^* ortogonali OX^, OX^, questo parallelo alla retta 
/, ed in senso opposto a ^. La retta SN^ perpendi- 
y colare ad / rappresenta la tensione T^ al punto 
B (figura 68, § 151) della funicolare, in cui la 
j^ tangente è parallela ad OX, , le oblique SN, 
SN'y,.. (fig. 84) rappresenteranno le tensioni 
r, T', , . . ai punti Af , Af' , . . . della funicolare 
nel ramo considerato positivo a partire da 5; e se M, M' siano due 
punti infinitamente vicini, quindi arco MM' =z ds, poiché sul tonografo 
i punti corrispondenti iV, N' sono altresì infinitamente vicini, per la 
(14) si ha 

WW = ds' = gds, 
e di seguirò 

(a) NJ^ = s' = gs, r=Tl-\-g's\ 

Dinotato a Tangolo che SN forma con la retta /^ ed essendo 
X, , x^ le coordinate del punto M, vengono le relazioni 

Ìr^ = r sen a , T^ cot a = T cosx z= gs, 

dx, dx^ dx. rr dx^ 

senx=:-T— ', cosa = -=-2, cota = -=—?, T.^=^ gs\ 

ds ' ds ' dx^* ° ^x, ^ 

e condotta da N la perpendicolare NP sopra SN\ attesocchè si può 
riguardare SP eguale ad SNy trascurando infinitesimi di ordine supe- 
riore al primo, ne deriva che PN' = dT, e pel triangolo rettangolo 

NPN' si ha 

dT :=: gds.cosd = gdx^^ 

la quale equaaone integrata dà, indicando con C la costante. 

Per determinare la costante, riferiamoci al punto 5 la cui ordinata 
designiamo h, avendosi perciò T^ = gh -{• C; e si può ridurre C = o 
prendendo h = T^'^g» cioè, condotta OX, per B, sia preso a di- 
stanza da B talmentechè OB =:z h = T^ : g , si in cosi 

(15) Tr=gx^, 

ed atteso la prima e la quarta (b) risulta 

^ dx. 
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Differenziata rultima delle (b)^ si ottiene 

e stante la precedente relazione, posto e = ^ : T^, viene 

d'x, _ , 
dxl ~' ""»' 

la quale equazione integrata dà 

x^ = a e"' + ber''*, 

designate a, b le due costanti. 

Si determinano queste riferendosi al punto B, pel quale x^ = o , 

X, = fe = — , ^—3 = o, sicché risultano a-}-ft = — , a — i = o, 
' e dx^ ' e 

indi a = b = — ; conseguentemente per l'equazione della funicolare 

2 C 

si ha 

(l6) ;,^=2_ (,«.+,-.), 

ed atteso Tuldma relazione {b) viene 

07) 5 = ^(««.~«-«0, 

la curva in esame è dunque la catenaria considerata nel citato § 151. 

2j8. Curva funicolare con forze concorrenti. — Supponiamo 
che le forze applicate ai varii elementi del filo, ad eccezione delle estre- 
me, siano tutte concorrenti ad un punto posto a distanza finita, la 
funicolare e tutte le forze, comprese le estreme e le tensioni, saranno 
contenute in uno stesso piano tt passante per 0. Infatti, poiché in cia- 
scun punto la forza motrice F è diretta verso 0, se si prende questo 
punto per origine degli assi coordinati OX. , il momento della F ri- 
spetto ad esso punto è nuHo, quindi nell'equazione (2)^.e sue conse- 
guenti del § 254 spariscono i termini moltiplicati per ds; e dalle stesse 
integrate, con introdurre tre costanti C., si ottengono 

TC^.a, — x,aJ=C,, r(x^a,-x,a^)=C,, r(x,a, — x,a,)=C,, 

le quali equazioni dimostrano che i momenti delle tensioni rispetto ai 
detti assi coordinati sono costanti; intanto, se si moltiplicano ordinata- 
mente per X,, X3, Xj, e si sommano i prodotti, si consegue 

XQx. = o, 
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il sommatorio esteso ad i = i, 2, 3, che è l'equazione di un piano w 
passante per 0, in cui perciò trovansi la funicolare, le tensioni, e le 
forze comprese le estreme, proprietà altronde deducibili dalle analoghe 
(§ 250) pei poligoni funicolari. 

Ciò posto, tracciati i due assi OX^, OX^ nel piano w della funi- 
colare, si hanno per l'equazioni d'equilibrio, terza derivante dalla (2) e 
prima (6) del § 254 ridotte al presente caso, 

(18) r(*.^-x,:^) = C, dT-\-XJx,-\.XJx, = o, 

essendo C una costante; le medesime si trasformano in coordinate po- 
lari r, 6, prendendo per polo ed OX^ per asse polare, come segue: 

(19) r^a^^C, (ir+Fdr=o. 




Per formare l'equazioni intrinseche dipendentemente dalle predette 
coordinate, si osserva che designato e l'angolo che il raggio vettore M 
(%• 85) forma con la tangente alla curva nel punto M, si ha per la 

perpendicolare tirata da sulla detta 
tangente OH =r sen e, e poiché il mo- 
mento della tensione rispetto ad è co- 
stante, inoltre la projezione di F sopra 
MN è uguale a Tif con segao oppo- 
sto, risultano 

(20) Tr sen e = C, f sen s = T: p . 
Queste formole (19), (20) riescono 
udlissime, allorché la forza motrice sia espressa per una certa funzione 
(p(r) del raggio vettore r, nel quale caso esiste una funzione di forza 
U (§ 188) esprimibile per lo stesso raggio r; avendosi mfatti F = ^(r), 
dalla seconda (19) si consegue, indicando con k la tensione ad un dato 
punto A di coordinate r^, G^, 

(21) T = k- r<f(f)dr = i((f), 

con questa espressione dalla prima (19) viene 

donde, elevando a quadrato ed essendo ^5* = dr^ -f- r'(i6*, si ricava, 
lasciando il doppio segno i implicito nel radicale, 

.Aor|/[rKr)r-C' 
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Supposto, p. es., 9(r) = \l : r*, essendo [i una costante, viene 

e si ha semplicemente ^(r) = |jf. : r se si suppone jx. = Jtr^; rilevandosi 
in questo caso, stante la prima (20), essere [J- sen t =:z C^ cioè e costante, 
ed attesoché [r4'(r)]* — C* ^ (x.* cos'è, risulta per la (22) 

e = 0^4- tane T-!: = 6^ + tanelogip(-^) , 

che è l'equazione della curva funicolare in coordinate polari, e può pre- 
sentarsi nella forma 

259. Forze parallele. — Se il punto di concorso O delle forze 
motrici sìa posto all'infinito, queste avranno direzioni parallele, e le pro- 
prietà rilevate nel § precedente avranno luogo egualmente ; le medesime 
potrebbero anche dedursi dalle analoghe pei poligoni funicolari (§ 250), 
ma si possono dimostrare direttamente come segue: 

Preso l'asse OX^ parallelo alla direzione comune delle dette forze, 
saranno nulle le componenti X,, X^, e l'equazioni d'equilibrio (5) del 
§ 254 diventano 

dalle due prime si traggono, dinotate e,, c^ due costanti, 

e da quest'ultima, designata e una costante, viene 

^1^3 — S^'i = ^' 
che essendo l'equazione di un piano parallelo ad OX^ dimostra d'essere 
la funicolare tutta in un piano, quindi in esso, oltre delle forze motrici, 
trovansi le forze estreme, e le tensioni. 

Nel medesimo piano tracciati due assi ortogonali OX^, OX^, que- 
st'ultimo sempre parallelo alla direzione delle forze motrici, per l'equa- 
zioni d'equilibrio si hanno 

(23) '^^ = 'r> d(T^^-^XJs = o, 
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Tultima delle quali, in forza della prima, diventa 

(24) ,,d(^) + X,d. = o, 

e la cui integrazione sì riduce alle quadrature, com'è facile rilevare, nei 
casi in cui la X^ sia funzione dell'una delle quattro quantità 

^" ^^' IT/ ^' 

Infatti, ciò risulta immediatamente dalla sua stessa forma, quando 

dx 
X, sia una certa funzione di 5, ovvero di -j-^ ; nel caso poi che sia 

dx " 

X^ = <p(xj, posto $ = -r-^y attesoché ds^ = dx](^i -j- V)t viene 

tt X, 



iM 



1 l»-|4/,l/-2 * »' 



donde integrando si ricava 

(25) e. log ip (5 + »^r+T) = -j\ (x.) dx^ ; 

infine, allorché sia X^ =: 9 (x,), stantechè 



dx. 



ds = ~^^i+i\ 



b stessa (24) si presenta nella forma 



c,d}/i-\-i: = -x,dx,, 

quindi si ha 

(26) c^fTTv^-f'iix.yx^' 

260. Catenaria. — Nel precedente caso rientra quello, in cui le 
forze motrici sono pesi affissi ai varii punti del filo, o che questo sia 
considerato come un sistema pesante, di diametro costante e massa o- 
mogenea, essendo allora la curva funicolare compresa nel piano verti- 
cale passante pei punti estremi; siano tracciati in esso gli assi coordi* 
nati Xj . Xj , il primo orizzontale, ed il secondo in senso verticale 
dal basso all'alto, inoltre se £ è il punto più basso della curva ABC 
che assume il filo (fig. 86), l'asse X^ deve passare per questo punto; 
si suppone le estremità A e C attaccate a due punti fissi, e lo stesso 
punto B pure si prende per origine degli archi s, contati positivi nel 
senso d^ B in A. 
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Ciò posto, consideriamo un punto M di coordinate x^y x^y e l'arco 

M M' infinitamente piccolo ds 
nel senso positivo, se dinotiamo 
con p il peso del filo nell'uniti 
y*« di lunghezza, la forza motrice 
agente sull'elemento ds sarà e- 
spressa da />, positiva dall'alto 
in basso, le componenti della 
stessa sono pertanto X, = o, 
Xj=<p(Xj)= — p; in conseguen- 
, za, designate — T, T'^=^T-^dT 
^ le tensioni ai punti Af, Ai', si 

hanno per l'equazioni d'equilibrio, prima (23) e (24) del § preced.. 

od invece di quest'ultima la (25), dalla quale eseguita l'integrazione 
viene 

(0 



JJ 


Xi 


■:^jf ^ 


e 


^k % 


À 


/ 






1^ 


J/ 




x: 


T-^ 


y^ 




X, 



■'°«->[3^:+|/'+(37;)l=^ 



I> 



risultando nulla b costante da aggiungersi, giacché per jc^ = o si ha 

dx^ 
-7-2.= o. 

Intanto al punto 5 essendo -7—* = i, per la prima {d) si scorge 

essere e, eguale alla tensione T^ in esso punto, rappresentiamola con 
phy si ha quindi 

e per la (^), posto e = i : /; , viene 



k+]/'+{^)' ='■■'■• 



moltiplicata questa per 



SI ottiene 



[è;-^Mf)]'-■■ 

e per addizione e sottrazione di quest'ultima con b (;f), attesoché 
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ds^ = dx]'{- dx^y si ricavano 

le quali equazioni integrate, con osservare che al punto più basso 
i = X, = o, ed x^ = h = I :c, prendendo l'origine distante di b 
da detto punto B, danno 

(27) s = ^(e"' - e-"0, X, = ^(e"' + e-'), 

la seconda essendo l'equazione della catenaria ottenuta per altra via nel 

S ^57- 

Le (27) confrontate rispettivamente con la seconda e prima (/;) 

forniscono 

dx^ ds 

■j CS y —j C Xzy 

ax, dx^ 

quindi per la (/) viene l'equazione 

(28) T = px,, 

dimostrante che la tensione in qualsiasi punto è equivalente al peso di 
una porzione del filo di lunghezza eguale all'ordinata dello stesso punto, 
conseguentemente in B è la più piccola avendosi come sopra T^-=.ph. 

261. Per la completa determinazione delle riferite formole devesi 
conoscere il valore di hy quindi l'ausiliaria Cy o reciprocamente; ora, si 
osserva che condotta per A la orizzontale AD, e per C la verticale CD, 
poiché le posizioni dei punti estremi devono essere assegnate, riteniamo 
come date AD = Uy CD = by e la lunghezza / del filo, di cui dino- 
tiamo s'y s" le due parti BAy BCy talché / = i'-[* «^"i se designiamo 
5,, i^ le coordinate di A; ìq^ = a — 5,, ^2 = ^2 ~" * quelle di C, ab- 
biamo per le (27) con riguardo ai segni 

donde, atteso l'eguaglianze 1 = s' -{- 5", t = 5, — >J2> ^^ ricavano 
/ = — C^^^' — r^^' + e^' — ^-"^0 , b = -^e'^« + ^-^' — e^' — r^O : 
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indi con riguardo alla ^^ -{- ri, = a, si ottiene 

ovvero 

(i) e* — ^*"* = 2 M a , 

poste a = — , n = — y / — b . 

2 a 

Sviluppate l'esponenziali del primo membro, risulta l'equazione 



a* a* 



= « — 1 , 



(29) 1 U ... = n 

^ '^^ 1.2.3 1.2.3.4.5 * 

il cui primo membro cresce costantemente da zero all'infinito, crescendo 
a parimenti; e quest'equazione affinchè abbia una radice reale positiva 
richiede non solo che sia / > i, ma che fosse « }> i, ossia I' > a' -f* ^*» 
la lunghezza del filo cioè maggiore della distanza dei punti fissi A q C, 
ed allorché quésta condizione sia adempiuta per la stessa (29) si deter- 

mina tale valore di a, indi si avranno e = — y h =^ — . 

a 2K 

Con l'ottenuto valore di /?, o di e, si potranno determinare tutti 

gli altri elementi ; infatti, posto per brevità e = — ^-* ^ , Tespres- 

sk>ne di b può mettersi sotto la forma 

e per cui mezzo si determina l'incognita e; poscia, atteso l'eguaglianze 
$, 4* ^1 = ^> ^i -" "^i = ^*®> s^ ottengono 

coi quali valori si calcoleranno le $^, >i,, che introdotte nella (28) for- 
niscono le tensioni estreme in A, C, mentre con la stessa formola e il 
vabre noto di /? si determina la tensione T^ al punto più basso B. 

262. Proprietà più kagguardevoli della catenaria. — L'equa- 
zione (27) palesa anzitutto che la curva è simmetrica rispetto alla ver- 
ticale BX^, la quale perciò costituisce il suo asse; l'ordinata e la sua 
derivata 

(30) X, = — (e^*' + e-^*0 , 4^' = — (^"' — ^""0 

vanno crescendo quando l'ascissa x^ aumenta, quindi la curva non lu 



CAP. in. — ECIUILIBRIO DEI SISTEMI DEFORMABILI. 87 

assintotì, giacché una curva x^ = /(x J per avere un assintoto, bisogna 

che -=— ^ • X — X. -i—^ conservino valori determinati, qualunque sia x, 
dx^ * ^ ' dx^ > T 1 I 

(Serret, Cale. difF. pag. 247). 

Dal confronto della prima (h) con la seconda (27) risulta 

ds =^ cx^dx^y 
d'onde Tespressione 

(31) fxjx^ = hs, 

che dimostra essere l'area di un segmento della catenaria equivalente al 
rettangolo avente per base la lunghezza dell'arco s e per altezza h. 
Dalle (30), e dalla ds =^ cx^dx^y derivano 



à'x^ -, 



* =z r X. , ex 



■=i/-+(t)"- 



e da queste due relazioni si deduce l'eguaglianza 

dx] 

dimostrante che il raggio di curvatura e la normale sono eguali, ed am- 
bedue proporzionali al quadrato dell'ordinata. 

d X 
Nel § 260 fu conseguito il rapporto -7—* = C5, ed avendosi d'ai- 

O' X 

tro canto cx^= -j- = 1/ i + ( -j-^ ) > si ricava l'eguaglianza 

(33) s' = x\-h% 

che dimostra essere l'arco s un cateto del triangolo rettangolo, di cui 

X, è l'ipotenusa ed h l'altro cateto (ciò che dà un mezzo facile di retti- 

d X 
ficazione della catenaria) ; d'altra parte si osserva che essendo s = h -j— ^, 

risulta essere l'arco della curva uno dei cateti del triangolo rettangolo, 
di cui fe è l'altro cateto, e l'angolo opposto ad s quello che la tangente 
forma con l'asse delle ascisse X^ , ovvero l'angolo che la normale 
forma con l'ordinata x, . 

Da queste proprietà ne segue che se da un punto qualsiasi M della 
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catenaria (fig. 87) sì conducono la tangente M Ty it la normale A/ A", 
le proiezioni M /, MK sulle stesse dell'ordinata MP sono rispettiva- 
mente MI = Sy MK=^hy giacché 

MK = x^ cos PMN = X, : 1/1 + (■^)'. 

La curva costituita dai punti / è una sviluppante della catenaria, 
della quale la PI = MK è tangente al punto /, quindi la lunghezza 

di essa tangente tra il punto di 
contatto / e Tasse OX^t costante 
eguale ad h. 

Questa curva si denomina b 
trattrice, e riferita agli stessi assi 
della catenaria, se si designano 
C, , ^2 le coordinate dei suoi punti, 
e dinotato Tangolo che la tan- 
gente IP forma con Tasse OX,, 
si hanno 




tane=^, 



sen 



-f^vMf)" 



e pel triangolo ILP 

donde si deduce, rimesso A = i:c, la seguente equazione differenziale 
della trattrice 






integrata la stessa, si ottiene per l'equazione finita 



(34) 



c, = 4-t/rTriT:---^iog.ip ^ + ^/-^^^s 



et 



giacché la costante da aggiungersi è nulla, stantechè alTorigine B della 
curva si ha C, = o, c?!^ = I , e questa equazione manifesta essere OX, 
un assintoto della trattrice, dappoiché per Cj = o risulta C, = <» . 

Il centro di gravità della catenaria si trova sulla verticale condotta 
pel punto d'incontro delle tangenti ai punti estremi; infatti, il peso del 
filo, che si può riguardare applicato al centro di gravità G della curva 
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ABC (fig. 88), è ritenuto dalle tensioni nei punti estremi A, C, le 

quali sono dirette secondo le 
tangenti in essi punti, le tre 
forze che si fanno equilibrio 
devono concorrere in uno 
stesso punto, quindi la verti- 
cale condotta per G deve pas- 
sare pel punto d*incontro E 
delle tangenti estreme A E, 
CEy ciò è conforme a quanto 
fu dimostrato nel § 151, cioè 
che il centro di gravità G' 
dell'arco BA trovasi sulla verticale condotta pel punto d'incontro D' 
delle tangenti ai punti estremi, ossia pel punto in cui la tangente in A 
incontra la orizzontale condotta per B, 

L'ordinati di G' è la metà della lunghezza 0/, essendo / (fig. 68, 
§ 151) il punto d'incontro con l'asse OX^ della normale condotta al- 
l'estremità A del detto arco; parimenti è a dirsi per la determinazione 
del centro di gravità G" dell'arco J?C; in conseguenza, fissati codesti 
punti G', G", all'incontro della congiungente dei medesimi con la ver- 
ticale passante per E si trova il centro di gravità G dell'intera catenaria 
ABC, 

Nel § 152 fu poi dimostrato che fra mtte le linee piane pesanti, 
di data lunghezza, che sieno sospese a due punti fissi Ay C, quella il 
cui centro di gravità si trova il più basso è la catenaria; da questa pro- 
prietà e dal teorema di Guldino ne deriva che, facendo ruotare attorno 
dell'asse orizzontale O X, (prolungato) tutte le cennate curve, quella che 
genera la superficie di minima area è appunto la catenaria. 



263. Curva dei ponti pensili. — Si abbia un filo omogeneo so- 
speso per le sue estremità a due punti fissi Ay C (fig. 89), i cui ele- 
menti sieno sollecitati da forze verticali proporzionali al^e projezioni di 
questi elementi sopra una orizzontale, la curva d'equilibrio che assume 
il filo è quella che forma la catenaria di un ponte pensile, allorché si 
trascura il peso del filo. 

Da ciò che si è rilevato precedentemente risulta che la curva deve 
essere tutta compresa nel piano verticale passante pei punti A, C, ave- 
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re un punto più basso 5, e volgere 
la sua convessità verso l'orizzontale 
5Xj, che prendiamo per asse delle 
ascisse, B per origine, e la verticale 
BX^ per asse delle ordinate. Dino- 
damo r la tensione al punto Af di 
coordinate ^,, x,, con p la forza che 
sollecita una porzione del filo, la cui 
Jf" projezione orizzontale è eguale all'u- 
nità di lunghezza, sicché la forza sol- 
lecitante l'elemento às dall'alto in basso è pdx^y con queste designazioni 
l'equazioni d'equilibrio (23) del § 259 nella specie sono 

la seconda delle quali in forza delLi prima diventa 

e questa integrata, con osservare che ad x^ = si ha -7—^ = 0, dà 




dx. 



dx 



e. -7-^ = 



dx 



-=p\- 



dx. 



Dinotata ph h tensione al punto B, pel quale è -j^ = i , la pri- 
ma (35) fornisce e, =^phy quindi per la precedente equazione viene 
hdx^ = x^dx^y td integrando con osservare di aversi jc^ = x^ r^ o al 

punto By risulta 

(36) x] = 2hx^y 

che è l'equazione di una parabola col vertice in 5 e B X^ per asse ; e 
poiché per la stessa si hanno 



dx. 



dx^ h 
per la prima (35) risulta 

(37) 



11 

dx. 



= 4-Vh'-\-x% 



T = pVh'-{-x]. 



264. EoyiLiBRio DI UN FILO SOPRA UNA SUPERFICIE. — Consideria- 
mo un filo flessibile ed inestensibile piegato sopra una superfìcie 5, di 
cui l'attrito sia trascurabile, l'estremità del filo rese fisse, ed i suoi ele- 
menti sollecitad da forze dello stesso ordine di grandezza di essi eie- 
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menti; la curva d'equilìbrio che assume il filo costituisce una funicolare 
vincolata, la quale però si potrà riguardare libera, se alle forze esterne 
si aggiunga la reazione della superficie. 

Si rapporti tutto il sistema a tre assi ortogonali, dinotiamo x^ le 
coordinate di un punto qualsiasi M del filo, e del corrispondente della 
superficie, l'equazione della quale designiamo 

(38) /(^.» ^a, ^,) = o; 

sia F la forza motrice al punto Af, ed X. le sue componenti secondo 

gii assi coordinati, sia N la reazione della superficie diretta secondo la 

normale in Af, le cui proiezioni sugli assi coordinati sono espresse da 

i_ 

1 -7^ , dinotando X il prodotto della reazione A^ pel fattore j ^1 -j^ j 1 ; 

l'elemento ds del filo avente un'estremità in M si può riguardare libero, 
m equilibrio sotto l'azione della forza esterna FdSy della reazione Nds 
della superficie, e delle tensioni T, T' = T -^ dT alle estremità, quindi 
per l'equazioni d'equilibrio (5) del § 254 applicate al presente caso si 
hanno 

(39) d{T^'j+X,ds-\-Us-ll = 0=:l,2.,). 

e per la (6) dello stesso paragrafo 

i sommatorii essendo estesi ad i= i, 2, 3, ma poiché ^X-r-^^x. 

esprimente il lavoro virtuale della reazione N della superficie è nullo, 
quest'ultima equazione si riduce alla 

(40) rfr + lx,d*, = o, 

ed allorché esiste una funzione di forza C7 = 9 (x, , x, , Xj), si ha sem- 
plicemente, come per la (9) del § 255, 

(41) T = K-U = K-<f(x„x,,x;). 

Un caso ben semplice in cui esiste una funzione di forza s'incontra 
quando il filo sia pesante, e non sottoposto ad altre forze esteriori, per- 
ciocché preso l'asse X^ parallelo alla direzione della gravità e nel senso 
dal basso in alto, si hanno X, = X, = o, X^ = — p» quindi 



U=^Jpdx^ = -p 



^,, 
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e posto K^=^phf diaocando h una costante^ viene 

Ancora più semplice è il caso (ordinariamente considerato), in cui 
il filo non è sottoposto a forze esteriori di alcuna sorta, posato sem- 
plicemente sulla superficie e teso alle sue estremità, giacche allora es- 
sendo nulle le X- , la (40) dà rf T = o , e 

T = costante, / 

ossia la tensione è la stessa in tutta la lunghezza del filo/ Parimenti è 
quando le forze motrici agend sul filo sieno tutte normali alla super- 
ficie, essendo in tal .caso YX:dx: = o. 

Con tale condizione, designate Z. le componenti secondo gii assi 
coordinaci della reazione N della superficie, o di questa sommata con 
la fbr^ motrice se agente normalmente alla superficie, le (39) diven- 
tano: 

(42) r-j^ + z.- = o (,• = ,, 2, 5), 



dalle quali si deduce 



j^.Ud^^,y=Xz% 



i sonimatorii estesi ad t = i, 2, 3 ; ma per le relazioni (§ 22) 

dx, _ {i; _ d'x, 
ds ~ f ~ ds' ' 

attesoché a. = —r-^, e ^ PJ = i , ^Z]=:^N', si ha 

r T 

_ = iV, e p=^, 

il raggio di curvatura dunque varia in ragione inversa della rearioac 
normale della superficie, sola od accresciuta dalla forza motrice se que- 
sta si mantiene costantemente normale alla stessa superficie. 

Per Tequazioni in tr insiche poi, (8) del § 254 (che nel presente 
caso sussistono egualmente sostituita N alla /'), si rileva che essendo 
N nel piano osculatore della curva, questo piano sarà in ciascun punto 
normale alla superficie, in altri termini la curva d'equilibrio che assume 
il filo è una geodetica; l'equazioni differenziali di essa curva si otten- 
goao eliminando T tra le (42) specificate ad i = i, 2, 3, le quali si 
possono scriver^ in forxna di proporzioni 



ds' '^*~ ds' •'^'~ ds' '^^' 
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ovvero, stantechè le Z,. sono proporzionali alle derivate -7^, altresì 
nella forma "^^ 

ds' ' dx~ ds' ' dx,~ ds' ' dx^' 
Tintegrazione delle medesime riuscendo assai difficile in generale. 

IV. — Eqtdlibrio ddie superficie flessibili ed inestensibili. 

265. FoRMOLE PRELIMINARI. — Ritenuti i priiicipii svolti nel § 245, 
accingiamoci a stab.Iire l'equazioni d'equilibrio di una superficie qualuo* 
que, perfettamente flessibile ed inestensibile, sulle tracce medesiiiie della 
Memoria ivi citata. Q)nsideriamo i punti di tale superficie riferiti ad uà 
sistema di coordinate curvilinee arbitrarie u, v tracciate sulla medesin:a, 
e riferiti altresì ad una terna di assi ortogonali 0X^(1 =1, 2, 3); e 
supponiamo che le coordinate rettilìnee x. di un punto qualunque M, 
all'intersezione delle curve w, i/, siano espresse per le due varcabili in- 
dipendenti u, V mercè dat^ funzioni 

(0 x. = ^,(u,v) (i = i, 2, 5), 

quindi designato ds l'elemento lineare uscente dal punto (1*, v), corri- 
spondente agrincrementi duy dv dell' un sistema, ed alle coordinate x. ed 
x. -j- d X. dell'altro sistema, avendosi da \m canto ds^ =: ^dx], poiché 

sono 

(2) dx^ = a^du + b^dv, 

poste 

(3) «. = 7^» ^ = 7^' 

e di seguito 



E=L< = li^-^)\ 



(4) 



^- * * ^^ du dv 

risulta 

(j) ds' = Edu' + iFdudv + Gdv\ 

Le due coppie di linee (tf^ v), (it -j- dUy v -\- dv) determinano un 
parallelogrammo infinitesimale, di cui rf^ è una diagonale, e ds^^ ds^ 
due dei lati, cioè ds^ dipendente dal variare di u rimanendoti costante. 
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e viceversa per ds^y talmentechè dinotato co l'angolo tra le due linee 
(uy v)y si hanno le relazioni 

(6) ds^ = fÈ.duy d's^, = fG.dv, così» = F:\fEGy 



e da quest'ultima y posto H = ^EG — f *, deriva 



(7) sen ft) = H : ^E G . 

Se, come si suppone, le linee (u, v) sono reali, le due quantità 
Ey G sono maggiori di zero, e per ^E) ^G s'intendono i valori as- 
soluti, o positivi di tali radici, parimenti pel valore di H\ e si riconosce 
che EG — ìr^ sarà sempre maggiore di zero qualora, come si suppone, 
le linee (m, v) s'intersecano sotto un angolo diverso da zero e da 180**. 
Uarea d<5 del parallelogrammo sopraindicato è espressa da 

(id = (i 5,^5^ sento, 
quindi si ha 

(8) dG = Hdudv. 

Dinotati a^., a^. i coseni degli angoli che le direzioni di u e z; 
formano rispettivamente con gli assi coordinati OX^y poiché dx- = oLdsy 
designando a il coseno dell'angolo che una tangente qualunque alla su- 
perficie in M forma coi detti tre assi, ne risultano 

dx: dx: . 



Infine osserviamo che, dinotati fi- i coseni degli angoli che la nor- 
male alla superficie nel punto M forma coi tre assi OX., attesoché la 
stessa normale é sempre perpendicolare z dsy m qualsiasi direzione che 
si trovi questo elemento lineare dintorno ad M, ne deriva l'equazione 

il sommatorio ^, come per le (4), va esteso ad i = i, 2, 3 ; ora, questa 
equazione, in cui siano sostituite le (2), atteso l'indipendenza delle va- 
riazioni duy dVy sì scinde nelle due 7 at, fi, = o, Zb^ ^^ = 0,0 spe- 
cificatamente 

dalle quali si ricavano l'eguaglianze dei rapporti 

^. ^ P. ^ ^3 
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Dinotato i : jk il valore comune di questi rapporti, si rileva facil- 
mente essere 

k' = X«J X Z*? - &,0' = EG-F' = H', 

e si hanno perciò l'eguaglianze seguenti, che servono al calcolo dei co- 
seni p., 

ovvero 

* du dv dti dv ' 

_ dxy dx^ dx^ dxj 



(io) m.. 



du dv du dv ' 



/ys = ^^i ^^» ^^* ^^' 



è sottinteso che la normale alla superficie sia diretta in guisa che la ro- 
tazione della linea u verso la linea v, attraverso l'angolo <[ iSo**, av- 
venga intorno ad essa normale nello stesso senso, in cui avviene intor- 
no all'asse positivo OX^ la rotazione dell'asse positivo OX, all'asse si- 
mile OX,. 

Dinotati 8„, 6^ gli angoli che ds forma coi lati ds^y ds^ del pa- 
rallelogrammo infinitesimale sopraindicato, si rileva agevolmente sussi- 
stere le relazioni 

ds cos 6^ r= ds^ -j- ds^ cos co, ds cos 8^ = ds^ -f" ds^ cos w, 

^5 sen 6^ = ds^ sen w , ^5 sen 6^ = d5„ sen &> , 

dalle quali in forza delle (6), (7) vengono 

dscos^^YE = Edu -f- Fdv, dscosò^)/G = Fdu -f- Gt/i', 

00 { dssenò^VÈ=Hdv, dsscn^^fG = Hdu, 

Hdv cot^^ =. Edu-\' FdVy Hducot^^ = Fdu -{- Gdv. 

G)ndotta per l'estremità di ds la perpendicolare, e considerati idue 
elementi duy — dn della stessa in senso opposto dal detto estremo di 
^5 verso le linee (u, v), si hanno le relazioni 

cot 9, = ^5 : d w, cot 6^ = — ^5 : d « , 

donde si trae mediante le ultime due espressioni (11) 

(12) £^+f^ = //^, F^ + G^ = -//^, 
^ ^ ds ^ ds dn ds ' ds dn 
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e da quest'equazioni, con rdiminazione alternata delle derivate -r~, -t-, 
si deducono 

^ -^ d« * dn ds dn * dn ds 



266. Equazioni d'eciuilibrig. — Conformemente a quanto si osservò 
nel § 245, avendosi una superfìcie qualunque, flessibile ed inestensibile, 
in equilibrio sotto l'azione di forze dell'ordine di grandezza degli ele- 
menti superficiali corrispondenti, se della medesima sia distaccata una por- 
zione ff limitata da un certo contorno chiuso 5, la medesima resterà in 
equilibrio appUcando al contorno altre forze convenevoli; ciò posto, di- 
notiamo X^d^J (i :^ I, 2, 3) le componenti secondo gU assi coordinati 
della fòrza esterna che agisce sull'elemento da della porzione di super- 
ficie <7, e con XI ds le analoghe componenti della forza esterna che a- 
gisce sull'elemento lineare ds del contorno 5, se la detta porzione di 
superficie, supposta equilibrata, subisce una deformazione virtuale infi- 
nitamente piccola, in virtù della quale il punto M sopra menzionato 
passi alla posizione M', le sue coordinate x^ subendo le variazioni Sx,., 
le indicate forze producono un lavoro virtuale espresso da 



fd<^X^,ix, + JdsXX]^x,, 



il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3; inoltre per l'inestensibilità della 

superficie, poiché le x. , quindi le loro variazioni S x. , sono funzioni mo- 

nodrome, continue e finite delle variabili «, v, devono essere soddisfatte 

l'equazioni 

(13) ^£'=0, SF = o, SG = o; 

introducendo adunque tre moltiplicatori indeterminati \ p., v, anch'essi 
funzioni delle m, v, in base al principio dei lavori virtuali (§ 212, 219), 
A forma l'equazione d'equilibrio 

fdaXX,1ix,^fdsXX\^x, 

nell'ultimo integrale per comodità di calcolo, e stante l'indeterminazione 
delle \ p., V, si è introdotto il moltiplicatore 2 (i., ed il divisore 2H. 



^ 
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Dalle (4) si deducono 

2 ^ du du ^ 

, . 1 j. yr(dXi dixi dx, d^x,\ 

(15) ^ *^-2.\^7^-7^ + 717Tr;^ 

1 ^ ^ ^dXi d^x- 

2 ^ dv dv ^ 

quìadi sostituendo queste espressioni nella (14)» e limitando la stessa 
ad i = I, si ottiene 

L'ultimo integrale, che indichiamo /, nel primo membro di questa 
equazione si può trasformare come segue 

intanto per una nota formola dì trasformazione d'integrali, designando 
^(Uy v) una funzione qualunque delle due variabili Uy Vy purché mo- 
nodroma, continua e finita in a, abbiamo 

in cui n è la direzione dell'elemento lineare di a normale al contorno 
5, e diretto verso l'interno della regione a, mediante le quali formole 
l'indicato integrale si presenta nella forma 






r\d (^dx^ , dx^\ . d / dx^ , dx,\ìd9^ 

F. CAtMKiKA. — ìiitcmM; Tol. II. 13 
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Sostituendo questa espressione nella (i6), ed annullando separata- 
mente i coefficienti di Xx, , tanto negli integrali di superficie quanto in 
quelli di contorno, si ottengono le due equazioni 

altre due coppie d'equazioni simili a queste possonsi ricavare dalla (14), 
con particolarizzarla successivamente ad i = 2, 3, le quali possono de- 
dursi altresì dalle stesse (17) con le sostituzioni circolari successive nel 
gruppo (123) degl'indici, sicché ne risultano sei equazioni d'equilibrio 
comprese nei due gruppi con i = i, 2, 3: 

e per quest'ultime (19), stante le (12') del § precedente, si hanno altresì 
ìt N vf r/-.^^i I dx.\dv / dxi . dx\du'l 

(30) x: = -^(1 ^ + p. ^ )_ _ ^j._ + V ^j^j(i = ,. .. j). 

Le tre (18) valgono per ogni punto della superficie a, e diconsi 
l'equazioni indefinite dell'equilibrio, le altre tre (19) o le (20), che di- 
consi l'equazioni ai limiti, valgono per ogni punto del contorno in tutte 
quelle parti, le quali non siano invariabilmente fisse, avendosi per que- 
st'ultime X Xi = o, e le stesse (20) fanno conoscere per tali parti le 
reazioni esercitate dagli appoggi. 

Quando la figura d'equilibrio è assegnata a priori, le precedenti e- 
quazioni servono a determinare le funzioni incognite \ p., v, ammesso 
che l'equilibrio sia possibile; invece se la figura d'equilibrio non è as- 
segnata a priori, all'equazioni (18), (19), nelle quali sono allora inco- 
gnite anche le funzioni x. = 9,. (m, t;), bisogna associare le tre equazioni 
(4), le quali esprimono che queste funzioni sono le coordinate dei punti 
di una superficie applicabile (per flessione, senza estensione) su quella 
di cui è dato l'elemento lineare (5). 
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Le tre equazioni (13) evidentemente equivalgono all'unica 

^dx.d^x. = o, 

che è soddisfatta identicamante quando le variazioni ^x^ hanno i valori 
corrispondenti allo spostamento infinitesimo il più generale di un corpo 
rigido, risultandone che le forze esterne devono sempre equilibrarsi sulla 
superficie a supposta solidificata (§ 243). 

267. Trasformazione DELL'EauAziONi d'equiubrio. — L'equazioni 
(i8)> (19) o (20) contengono le componenti delle forze esterne secon- 
do i tre assi X. , giova considerare insieme ad esse altre equazioni 
equivalenti, che contengono le componenti delle stesse forze secondo 
tre direzioni più intimamente connesse con la natura della superficie, 
scegliendo cioè per ciascun punto quelle delle linee u, v, e della normale 
w alla superficie, le direzioni secondo Uy v non essendo in generale 
ortogonali. 

Qò premesso, e designate Z.d<r, Z^àtr, Z^da le componenti se- 
condo queste tre direzioni della forza esterna che agisce sull'elemento 
d<s della superficie, con Z*^ds^ Z^dsy Z^ds le analoghe della forza e- 
sterna che agisce sull'elemento ds del contorno, si osserva da un canto 
che, eseguite le differenziazioni indicate nelle (18), ne derivano 

'~\du'^dv)du'^\du'^dv}dv 
^^) ^ i^d'x, , d'x, , d'x, 

D'altra parte, considerati secondo le cennate tre direzioni altret- 
tanti vettori espressi per 

E,fÈ, EJG, A 

quali componenti di un certo vettore condotto pel punto Af di coor- 

d^ pe- 
dinate X; od (u, v), tale che le -i-4 ne siano le sue componenti se- 
condo gli assi OX^f stante le formole (9) del § 265 vengono 

similmente riguardati nelle indicate tre direzioni i vettori 

quali componenti di un altro vettore, che secondo gli assi OX. abbia 
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per componenti -3 — j-, ne derivano 

infine secondo le stesse tre direzioni considerati i vettori 

quali componenti di un vettore che secondo gli assi coordinati X. abbia per 

, d^x- . , 
componena -t-~, nsultano 

I coefficienti incogniti £,, £,, F,, f,, G, , G,, si determinano 
mediante l'equazioni 

^ = 2(Ff. + GFJ, ^^=2(/-G. + GGJ, 

le quali, come si vede, non dipendono che dalle funzioni E, f , G, e 
dalle loro derivate prime *). Quanto alla determinazione delle A, B, C, 
si osserva che, moltiplicate le (i), (e), (d) per p . , particolarizzati i pro- 
dotti ad f = I, 2, 3, e rispettivamente sommati, attesoché 

^^* du ^^' dv * 

ne derivano l'espressioni 

ciascun sommatorio ^ essendo esteso ad i = i, 2, 3. 

Ora, introdotte Tespressioni (i), (e), (d) nelle (flt), si ottengono 



•) Le medesÌTne tro^ansi risolute neUa Nota Sull'equilibrio delle superficie flessi- 
bili e inestensibili del ptx)f. G. Penkacchietti inserita nei Rendiconti del Circolo Ma- 
tematico di Palermo, 1895, 
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ed avendosi d*altra parte 

con eguagliare delle due espressioni di HX^ rispettivamente i coefficienti di 
"T^> --7-^, Pi, si conseguono l'espressioni richieste, che valgono in luogo 
delle tre (18), 

Per la trasformazione delle (19), stantechè le medesime si presen- 
uno nella forma 

''^=[(4:+4:)^+(4:+4:>]i^ 
+[(4+4)-+(4:+4:)-r3^. 

e si ha d'altro canto 

eguagliando delle HX[ rispettivamente i coefficienti di -r-^, -r^, P,-, 
ne risultano in luogo delle menzionate (19) le seguenti espressioni 

<=f[(4:+4:)^+(4:+4>]. 
'''^ i ^:=S{4:+4:)-+(4:+4:)»]. 

Z' =0, 

e stante le (12') del § 265 si hanno altresì 

fe) ^;=-^(4 - 4"> ^. = -fs (4:-4"> ^.='>- 

2^8. Tensioni superficiali. — Sulla superficie S, supposta equili- 
brata, sia tracciato un contorno chiuso qualunque Sy del quale si dino- 
tino ds Telemento lineare, q dn Telemento normale diretto verso Tintemo 
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della regione <t limitata dalla stessa linea s ; si supponga inoltre che que- 
sto contorno si percorra in una certa direzione, a partire da un'origine 
arbitraria, di cui giova fissarne il senso positivo cioè : si ritiene di essere 
stabilito in modo che l'elemento ds^ percorso in questo senso, si trovi 
disposto rispetto a dn ed a «;, come Tasse delle x^ è rispetto a quelli 
delle x^ e delle x^ . Questa porzione di superficie <t, considerata come 
parte della 5, è già in equilibrio sotto l'azione delle forze esteme X.da 
applicate alla medesima, e di quelle altre forze incognite che nascono dal 
collegamento della stessa con la parte residua di S; cosicché il sistema 
di quest'ultime forze è equivalente a quello delle X[ determinate dall'e- 
quazioni (19) o (20) del § 266, e poiché senza turbare l'equilibrio si 
può supporre che la linea s sia resa rigida in tutta la sua estensione, 
tranne lungo l'elemento d s, si deve conchiudere che le due forze eguali 
e contrarie (Xjd 5), ( — -XJdj), applicate all'elemento ds, rappresentano 
l'azione scambievole, che nello stato d'equilibrio ha luogo fra le due re- 
gioni superficiali contigue a questo elemento. 

Tale mutua azione é ciò che si chiama tensione detta superficie lungo 
l'elemento ds, q sebbene Li tensione cosi definita non sia propriamente 
ima forza, ma il risultato della coesistenza di due forze eguali e con- 
trarie, ordinariamente si suole scambiare con l'una o con l'altra di que- 
ste forze, ciò che del resto non implica alcun inconveniente, quando 
siasi stabilita senza ambiguità quella delle due forze, che debba pren- 
dersi. Convenendo di prendere la ( — X[ds\ ossia quella che nelle i- 
potesi precedenti sarebbe esercitata dalla porzione a di superficie interna 
ad s sulla porzione residua di 5, se sia designato T^ds il valore asso- 
luto della tensione lungo l'elemento ds, e T^^ds la componente di que- 
sta tensione in una direzione qualunque r (normale od obbliqua secon- 
do i casi allo stesso elemento ds), per l'equazioni (24), (25) si hanno 
rispettivamente 



ovvero, aneso le (12') del $ 26% 



(.;) r,. = ^(4;-,^), r„=^(4;-.4^). r.=„. 
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in cui r„, r,^ sono componenti obWique, e T,^ è componente nor- 
male di T^y rilevandosi dall'ultima equazione di ciascun sistema che la 
tensione superficiale è sempre diretta tangenzialmente alla superficie, ciò 
che è evidente a priori. 

Per le convenzioni fatte, la regione superficiale donde la tensione 
emana è sempre quella verso k quale si dirige la normale n ; ora nelle 
(27) non comparendo più la direzione n della normale, può sembrare 
a prima giunta che riesca indeterminata la regione della superficie d'onde 
proviene la tensione sull'elemento dsy ma bisogna osservare che le re* 
lazioni (12') del § 265 per le quali dalle (26) si traggono le predette 
(27), presuppongono una determinata direzione fra le ^5 e ^ ti, cosicché 
il senso dell'accrescimento dell'arco 5, e quindi il segno delle derivate di 
fi e di 1; rispetto a quest'arco, determina implicitamente la direzione di (in. 

Considerando, p. e., la regione angolare di ampiezza < 180** com- 
presa fra le due linee «, v che partono dal punto M(tf, v) della su- 
perficie, nelle direzioni di a e v crescenti, stante le convenzioni già fatte 
si rileva agevolmente che la prima di queste linee, considerata come 
parte del contomo di detta regione, è percorsa positivamente quando n 
cresce, e la seconda quando v decresce, sicché pel calcolo delle tensioni 
procedenti da quella regione sui due elementi conti i:ui al vertice M del- 
l'angolo, bisogna porre -r- = -= , -j- = o trattandosi della linea k, ed 

invece -y- = o , -r- = 7= quando si tratta della linea v : in con- 

ds ds Yg 

s^uenza, dalle (27) si traggono, rispettivamente ai due casi, 

(28)r., = — |x, r., = _vj/_, r^^ = _>|/_ r,^=_^, 

quindi vengono 

(29) \=— T^^y-^, i^ = —T,u=—T,,y '' = — ^--J/g' 

espressioni che danno il significato meccanico degli stessi moltiplicatori. 

L'eguaglianza 
(30) T^u = T^w 

poi può mettersi sotto la forma s^uente, designati ds^y ds^ i valori 

assoluti dei due elementi lineari, cui si riferiscono le tensioni T,, T^, 
e con 6 l'angolo che essi formano, 

Tds^. sen6di^= T^ds^. sen6d5. 
manifestante la spontanea eguaglianza delle coppie, che nascono dalle 
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componenti tangenziali delle tensioni sui lati opposti del parallelogram- 
mo infinitesimale di lati ds^y ^^v*)* 

V. — Dell^equilibrio elastico in genere* 

269. FORMOLE FONDAMENTALI INTORNO AI SISTEMI DI COORDINATE 

CURVILINEE ORTOGONALI. — Dinotate Xj^Qc = I, 2, 3) le coordinate ret- 
tilinee ortogonali di un punto, l'equazione /(x, , x^, x^ = q^ per un 
dato valore di q rappresenta una superficie, e se si considera q come 
un parametro suscettibile di tutti i valori reali, essa rappresenta un'infi- 
nità di superficie appartenenti alla stessa famiglia. Ora, considerate tre 
famiglie rappresentate dall'equazioni 

(0 fi (^, y x^, x^ = q. (i = I, 2, )), 

tali che tre superficie, comunque prese nelle tre famiglie, abbiano in 
generale un solo punto comune, il quale sarà perciò individuato dai va- 
lori speciali che hanno i parametri q^y q^y q^ relativi alle tre superficie 
che lo contengono, i diversi punti dello spazio saranno determinati per 
le tre variabili 9., che in conseguenza si possono assumere come coor- 
dinate del punto, giacché se s'immagina l'equazioni (i) risolute per rap- 
porto alle x^, si avranno 

(2) x, = ^,(q^y q^y q^ (*=i, 2, 3). 

Le tre superficie e le loro linee d'intersezione si dicono superficie 
e linee coordinate del punto, e prendono nome dai corrispondenti pa- 
rametri, cioè per la superficie coordinata j. s'intende quella per la quale 
il parametro 9. rimane costante, e la linea coordinata q^ è quella lungo 
la quale varia soltanto il parametro qry in ispecie, p. e., la linea q^ è 
l'intersezione delle due superficie coordinate q^ , q^ (fig. 90), i varii punti 



*) Per maggiori sviluppi sullo stesso argomento (equilibrio delle superfìcie flessi- 
bili ed inestensibili) si riscontri l'eccellente Memoria del Beltrami più volte dtata. 

In seguito alla stessa, sul medesimo soggetto si pubblicarono a brevi intervalli 
parecchi pregevoli lavori; un primo del prof. G. Morbra, Transunti della R. Accad. 
dei Lincei^ 3 giugno 1883 ; ivi, 6 e 20 aprile 1884, due note del prof. V. Volterra, 
alle quali tenne dietro una nota del prof. G. A. Maggi, Rend. dell'Ist. Lombardo, 
17 luglio 1884; indi altra nota del Volterra, 12 aprile 1885, nei dtati Transunti, 
ed ivi in pari data una prima nota del prof. E. Padova, alla quale ne segui una se- 
conda addi 19 stesso mese. 
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della quale linea vengono determinati dal variare di q^ , ossia dall'incontro 
di detta linea con le superficie d^lla famiglia /,(x,, x^, x ) = ^,. 

Questo sistema, al quale si è dato 
il nome di coordinate curvilinee, dicesì 
/'. ortogonale se le superficie coordinate sono 

^f'*'^^ in ogni punto perpendicolari tra loro, 
perciò se le normali alle tre superficie in 
quel punto formano una terna di rette 
ortogonali; ed è evidente che se ciò ha 
luogo per le tre superficie, avverrà egual- 
mente per le tre linee coordinate, quindi le tangenti alle stesse pel punto 
comune costituiranno anch'esse una terna di rette ortogonali; negli svi- 
luppi che seguono intenderemo sempre adoperare coordinate curvilinee 
ortogonali. 

270. Ciò posto, dall'equazioni (2) derivano 

(3) àxj^ = a^^dq^ + a^^dq^ + a^^dq^ (*= i, a, 0, 

posto 

(4) ''"=^' 

per la quale espressione dei coefficienti differenziali si darà al gruppo 
i k degl'indici successivamente tutte le disposizioni binarie con ripetizione 
dei numeri i, 2, 3; e questi coefficienti differenziali evidentemente sono 
proporzionali ai coseni degli angoli, che le direzioni delle linee coordi- 
nate q^ formano rispettivamente con gli assi Ox^, talmentechè tutti detti 
coseni vanno inclusi nelli formola 

essendo 

il sommatorio per ogni valore di i = i, 2, 3 si estende a Jk = i, 2, 3. 
Stante la ortogonalità delle direzioni delle linee coordinate q. 
(i = I, 2, 3) e degli assi coordinati Oxt(Jfe = i, 2, 3), fra i coeffi- 
cienti differenziali inclusi nella (4) sussistono le relazioni 

(7) Z ^ù ^U = Z ^ù ^.3 = Z ^ix % = o , 

(8) Z^.l^a» = Z^xt^lk = Z^a^J» = 0> 

F. Caldaabiia. — Meccanica, voi. U. 14 
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in ciascuna delle quali il sommatorio va esteso ai valori i, 2, 5 della i 
per le (7), e della k per le (8). 

Sia ds l'elemento lineare limitato ai punti di coordinate x^ ed 
Xj -f- ^'jk> avendosi perciò ds^ = ^dxly mediante le (3), ed atteso le 
(6)> (7)» viene 
(9) d5^=:ZQ]dqU 

il sommatorio in questa espressione essendo esteso ad i = i, 2, 3. 
Dalla stessa si deduce 

(«) dsìids = ZQUq.ìidq, + Xdq]Q,ìiQ,, 

e poiché per gl'indìcati valori di i si ha 

idq, = d}iq, = 4^dq, + ^dq, + ^dq^, 
^' ^* dq^ ^' • dq^ ^* ' dq^ ^'' 

ricavando da questa espressione le speciali coi valori t = i, 2, 3, indi 
fatta sostituzione nella (a), divisa questa per ds^y e poste le ausiliarie 

(.0) ., = ^.. S», = ^ + f «=...,,. 

Q, àq^ ' 2, àq^ 

e le Stoj, ìiiù conseguenti da questa (11) mercè le sostituzioni circo- 
lari successive nel gruppo (123) degl'indici, si ottiene 

esteso il primo sommatorio ad i = i, 2, 3, ed il secondo dando al 
gruppo degl'indici hik \ vnlori successivi compresi nelle sostituzioni cir- 
colari (123), (231), (312). 

Osserviamo infine che, designato 5. l'arco sulla linea q^ contato da 
un'orig'ne arbitrariamente fissata, attesocchc i cosjni espressi per la (3) 
sono anche eguali alle derivate delle x^ rispetto agli 5., risulta imme- 
diatamente 
(13) às,= Q,dq, (i=i, 2, 3), 

cioè a dire Q. è il coefficiente che bisogna dare a dq. per ottenere l'e- 
lemento lineare ds^ lungo la linea coordinata q^. 

271. Equazioni DELL'EauiLiBRio elastico. — Stabilite le surriferite 
formob generali dipendenti dal sistema di coordinate curvilinee ortogo- 
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nalìy e tenuti presenti i principii esposti nei §§ 243^ 246, veniamo alla 
ricerca dell'equazioni dell'equilibrio di un corpo elastico, seguendo anche 
su questo argomento le tracce dell'illustre Beltrami, con la scorta del- 
l'eccellente sua memoria « Sull'equa:^ioni generali ddV dasiicità » [Annali 
di matematica pura ed applicata, serie 2*, tomo 10°, 5 giugno 1881] *). 

Si prenda in considerazione un sistema materiale continuo occupante 
uno spazio S, limitato da una superficie <j, tale sistema già deformato 
ed equilibrato; ora, quando un corpo elastico, deformandosi ha rag- 
giunto una configurazione definitiva, i suoi punti trovansi in equilibrio 
sotto l'azione di tre gruppi ai forze: 1° forze di massa, ossia le forze 
esterne applicate alle varie particelle d S ; 2° pressioni alla superficie, os- 
sieno le forze esterne agenti su ogni elemento d(j della superficie; 3° 
forze elastiche, cioè le forze interne sviluppate in ciascun elemento ^5 
dalla deformazione, che le forze esterne determinano nel sistema. 

Sieno ^^0'= I, 2, 3) le componenti, per unità di volume, se- 
condo le direzioni delle linee g- della forza esterna agente sulla parti- 
cella dS individuata dalle coordinate ^■, od in altri termini siano t\dS 
le componenti nelle cennate direzioni della forza applicata alla massa 
contenuta in ^5, e siano P.^<r le analoghe componenti della forza e- 
sterna, o pressione agente sull'elemento di superficie (ia, iiuiividuata 
questa parimenti dalle coordinate q^. Il lavoro sviluppato da tutte le 
forze in uno spostamento virtuale, pel quale le coordinate del punto 
d'applicazione da q^ diventano ^^ + S^j, e stante l'eguaglianza (13), è 
rispettivamente espresso da 

i sommatorii estesi ad t = i , 2, 3 ; e quanto alle forze interne, il la- 
voro sviluppato nell'immaginato spostamento consiste nell'alterare le lun- 
ghezze degli elementi lineari, quindi non può avere che un'espressione 
della forma 

(y) L(.^M + i^M)ds, 

il sommatorio esteso parimenti ad i = i, 2, 3, giacché stante la for- 
mola (12) del § precedente la variazione dell'elemento lineare dipende 
dalle sei quantità hh., $a>.(f = i, 2, 3), e si annulla con csst, ì coef- 
ficienti 6j, U. essendo funzioni delle q>. 



*) Cfr. pure: Cesàro prof. Ernesto. — Introduzione alla teoria matematica della 
Elasticità, 18^ 
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Dietro quanto precede, ed in base al principio dei lavori virtuali 
per l'equilibrio di un sistema qualsiasi, Tequaziòne generale dell'equilibrio 
di un corpo elastico è la seguente 

Per ricavare da questa l'equazioni d'equilibrio specifiche, bisogna 
trasformare convenientemente gli ultimi due integrali, pel primo dei 
quali, atteso la seconda espressione (io) ed introdottovi il prodotto 

n:==aaG,,siha 

ma per la nota formola di trasformazione d'integrali già invocata nel 
§ 266y designata n la normale interna alla superficie a, viene 

in conseguenza risulta 

operando analoghe trasformazioni pel quarto integrale della (14), si 
Consegue, Con riguardo alla espressione (11), 

e mefcè la ricordata formola di trasformazione degl^integrali viene 

— AC,COS(«jpJj, + j2, COS («jjXj,]0,</(7, 
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Ricavati dalla (S), con porre successivamente i = i, 2, 3, i sin- 
goli integrali componenti il terzo integrale della (14) 



fl_(e,U,)dS, 



parimenti dalla (e) dedotte mediante le sostituzioni circolari successive 
nel gruppo (123) degrindici l'espressioni degli altri due integrali, che 
unitamente alla stessa (e) costituiscono il quarto integrale della (14) 

e fatta sostituzione in essa equazione (14), se ne conseguirà un'altra 
della forma 

i sommatorii 2^ estesi ad i = i, 2, 3 ; la quale equazione, atteso l'ar- 
bitrarietà delle variazioni hq., si scinde nelle sei particolari 

r. = 0, ^. = («=1,2,3)» 

le prime tre T^ = o valide in ogni punto dello spazio S, e diconsi l'e- 
quazioni indefinite dell'equilibrio elastico, le altre tre /^ = o sono valide 
in ogni punto della superficie 9, che diconsi perciò l'equazioni ai limiti. 
Specificate le stesse, si presentano nelle forme seguenti cioè, la pri- 
ma dell'equazioni indefinite: 

\Q, dq, -^ Q. dq,-^ Q^ dq.)' 

ed altre due da questa deducibili con le sostituzioni circolari successive 
negl'indici (123); per la prima dell'equazione ai limiti poi viene 

(i6) P, = e, cos («y,) + Qj cos (nq^) + Q, cos («y,), 

e le altre due conseguenti da questa mercè le indicate sostituzioni negli 
indici. 

Dalla stessa (lé) ^ ^^^ conseguenti si trae il significato specìfico 
delle sei funzioni 0^., Q.; esse equazioni infatti sono applicabili ad ogni 
porzione del sistema, intendendosi per P^ le componenti delle forze che 
devonsi applicare alla superficie di tale porzione per mantenerne l'equi- 
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librio; ora per un elemento da^ di una superficie q^ = costante, dalle 
predette equazioni si traggono 

similmente per un elemento d g^ di una superficie q^ = costante si 
hanno • 

p;"=i2,, pr=e„ ^r="., 

e per un elemento dG^ di una superficie q = cost. si ottengono 

Adunque le 0,., H. rappresentano le tensioni unitarie che si svi- 
luppano, le prime tre normalmente, e le altre tangenzialmente alle ri- 
spettive superficie g. = costante. 
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DINAMICA DEL PUNTO. 



CAPITOLO PRIMO. 

MOVIMENTO DI UN PUNTO UBERO. 



L — Equazioni e principi fondamentali. 

272. Equazioni intrinseche. — Come sì è dimostrato nel § 92, 

ogni forza va misurata dal prodotto della massa del punto materiale 

sul quale agisce per Taccelerazione che grimprime, sottintesa la scelta 

delle rispettive unità dì misura ; quindi designate F la forza, m la massa, 

a Taccelerazione ipipressa (accelerazione totale), fra questi tre elementi 

si ha la relazione 

F = ma. 

L'accelerazione totale a è la risultante (§ 18) dell'accelerazione tan- 

dv » v^ 

genziale -j- , e della centripeta — , essendo v la velocità del mobile al 

tempo /, e p il raggio dì curvatura della trajettoria s nella posizione 
del mobile; in conseguenza, dinotate F,, f^, Fy le componenti della 
forza F secondo la tangente, la normale principale, e la binormale della 
trajettoria, si hanno pel movimento del punto, stimato nelle cennate tre 
direzioni, le seguenti equazioni dovute ad Eulero 

/NE- dv (Ps p ^* m /dsV „ 

(I) F, = m-^^=fnj^, F. = «_ = _^_j, F, = o, 

che diconsi pure tquax}oni intrinseche^ essendo dipendenti direttamente 
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dall'indole della trajettoria e dalla legge con cui va percorsa; però non 
è escluso l'impiego dei sistemi di coordinate, pel riferimento del punto 
mobile e delle forze che lo sollecitano. 

Dalle stesse (i) immediatamente s'inferisce che se la forza F sol- 
lecitante il mobile sia costantemente diretta secondo la tangente alla tra- 
jettoria, sia perciò F^ = o , non potendo essere v nulla, dev'essere p 
infinito, ossia il movimento sarà rettilineo; se poi F sia costantemente 
diretta secondo la normale principale, si ha quindi F^ = o , risulta 
V = costante, cioè a dire il movimento sarà uniforme, e la forza mo- 
trice varia in ragione inversa del raggio di curvatura; infine, essendo 
F^ sempre positiva ed F^ nulla, si riconosce che la forza motrice è 
sempre situata nel piano osculatore della trajettoria, dal lato della con- 
cavità. 

273. Supposto, p. e., che il mobile segue un movimento unifor- 
memente vario, talché s = at^y percorrendo una trajettoria piana di 
curvatura costante, che sia p = 2a, l'equazioni (i) in questo caso sono 

Ft = 2tna, F^=^ zmat^ , 

e la forza motrice risulta 

(a) F= itnaVi + <*. 

Prendiamo a considerare, per secondo esempio, un punto pesante 
sottoposto, oltre all'azione della gravità, ad una forza F variabile diretta 
sempre secondo la tangente, e tale che la velocità a del mobile risulti 
costante; il movimento evidentemente dovrà avvenire nel piano verti- 
cale determinato dalla verticale al punto di partenza del mobile, e 
dalla direzione iniziale di F; preso per origine delle coordinate, nel- 
l'anzidetto verticale la orizzontale Ox^ sia Tasse delle ascisse, e la ver- 
ticale x^ Tasse delle ordinate contate dal basso in alto ; si dinoti con a 
l'angolo che la tangente alla trajettoria forma con x^ , ed a^ l'angolo 
corrispondente al punto 0, ossia l'angolo d'inclinazione della direzione 
iniziale di F sull'orizzonte, con g si designi Taccelerazione della gravità 
agente dalTalto in basso, e riguardata costante, siano infine x, , x, le 
coordinate della posizione M del mobile al tempo U 

Con queste indicazioni per le (i) si hanno 

(b) F — m^sena = o, mgcoscL=:fn — , 
la prima equazione dà F, e dalla seconda si deduce 
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0^ ds dx, 

= p CCS X = — T— cos a = — 



g ^ dot. dcL * 

integrando si ottiene 

^. = yK — «)> « = «o - V" ' 
e di seguito 

dx 

dx 



integrata quest'ultima, si ottiene per l'equazione finita della trajettoria 



• cos 

a 



{'-9) 



(e) X, = — log, ip.- 

i cosa^ 

o sotto altra forma 

(d) e** = cos ^ + tan a^. san s-y i 



i^^ 



per cui mezzo si può determinare l'angolo a^ d'inclinazione a darsi alla 
direzione iniziale della forza F, affinchè il mobile raggiunga una posi- 
zione di date coordinate (x,, x,). 
Integrando l'equazione 

(') Tt = ^cosa = tf cos ^a^ --^j , 

si ottiene l'espressione 

tan~(w — 2a^ + --^) 

(e') / = ^ log. ip. 1-^^ ^— ^ , 

^ tan4-(w — 2aJ 

4 

per la quale si determina il tempo che il mobile impiega ad arrivare ad 
una posizione assegnata ; reciprocamente, la stessa (e') e la (e) valgono 
a determinare la posizione corrispondente ad un dato istante. 

Infine, per la prima (h) si ha l'espressione della forza, cui è sot- 
toposto il mobile, oltre a quella derivante dalla gravità, 

(0 F = »»?sen(«„-^). 



274. Equazioni di Maclaurin. — Sia il mobile riferito ad una 
terna di assi ortogonali, ad un tetraedro fondamentale, designiamo 
Xj le coordinate della sua posizione al tempo f , X. le componenti della 

F. GaoAKBftA. — i/MMmM» voi. U. 15 
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forza motrice F (che può essere altresì la risultante di più forze) se- 
condo gli ossi, o normalmente alle facce del tetraedro, dinotati a. i co- 
seni degli angoli che la direzione della stessa F forma con le indicate 
componenti, e \ ì seni degli angoli che la medesima F forma con le 
facce B,. del tetraedro di riferimento, come si sa fra le stesse hanno 
luogo le seguenti relazioni, rispetto agli assi 

(2) X, = Fa,, F' = ZX: 0= I. 2, 3), 

e relativamente al tetraedro 

(5) X, = Fa, = F\., F* = ZF,X^ X5,X, = o 0=1, 2, h 4), 

i coefficienti E. essendo forniti dall'espressione (25) del § 28 e sue con- 
seguenti. 

Quando poi la forza F si mantenga costantemente in un piano, 
ed in esso siano tracciati o due assi ortogonali, od un triangolo fonda- 
mentale, pel riferimento del punto mobile e della direzione della forza, 
le rispettive relazioni si ottengono dalle precedenti, limitando le (2) ad 
j = I, 2, e le (3) ad i = I, 2, 3, nella prima delle quali per \ s'in- 
tendono i seni degli angoli tra la direzione di F ed i lari /, del trian- 
golo, nella seconda agli F, devono surrogarsi i coefficienti [x, dati dalla 
(34) del § 29 e conseguenti, ed in luogo della terza si ha 

(4) I/,X, = o. 

Ora, essendo x, le coordinate cartesiane, o tetraedriche, o triango- 
lari del punto mobile M all'istante /, le projezioni dell'accelerazione to- 
tale a, ossieno le accelerazioni secondo gli assi coordinati, o normal- 
mente alle faccie del tetraedro, od ai lati del triangolo di riferimento, 

sono espresse per -r-— , ed in conseguenza pel movimento del punto, 

stimato secondo le cennate direzioni, si hanno le seguenti equazioni at- 
tribuite a Maclaurin (dal medesimo date limitatamente alle coordinate 
cartesiane) : 

(5) ^YF = ^^' 

il cui numero è eguale a quello dei valori di i sopraindicati. 

Conosciuto il movimento, quindi date le -rnr 9 quest'equazioni (5) 

forniscono le X,, per cui mezzo, e le precedenti (2), o (3), (4) si 
calcolerà la forza F, e la sua direzione; inversamente, se siano cono- 
sciute le X,, l'integrazione delle predette (5) fornirà le x. in funzione 
del tempo, e perciò si conoscerà la posizione di Af in ciascun istante. 
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275. Costanti introdotte dall'integrazione. — Nel caso il più 
generale le forze che agiscono sul mobile sono funzioni della sua po- 
sizione, della sua velocità, e del tempo, sicché le X. sono funzioni delle 

X. , delle --jj- , e di / ; pertanto le (5) formano un sistema di equazioni 

di£Ferenziali simultanee del secondo ordine definenti le x- in funzione 
di ^, e poiché l'integrale generale di ciascuna di esse contiene due co- 
stanti arbitrarie, le quali dinotiamo C\ , Q , . . . , Q , cosi si conse- 
guiranno per dette coordinate un numero i d'equazioni della forma 

(6) x, = <f,Q, C,, C,, ..., Q, 

dalle quali ne derivano altrettante 

(7) ^ = ?;o, e., c„...,cj, 

essendo in ciascun sistema tante quante le (5), ossia quanti i valori in- 
dicati dall'indice i, ed in corrispondenza sarà k = 2ù 

In ogni problema particolare si determinano le costanti arbitrarie 
Q mediante gli elementi dati per lo stato iniziale del movimento, cioè 

a dire che per un dato tempo t^ siano conosciute le coordinate x? della 

dx^ 
posizione del mobile, e le componenti —7^ della sua velocità v^; con 

questi dati, le (6), (7) costituiscono k equazioni coesistenti, che conten- 
gono le incognite C, , C^ , . . . , Cj , per mezzo delle quali queste vanno 
determinate. Però, affinché tale determinazione sia possibile, qualunque 
fossero i valori iniziali dati, bisogna che si sappia risolvere le cennate 
equazioni rispetto alle dette incognite, ciò che virtualmente sì suppone 
possibile, laonde si avranno per le stesse incognite altrettante espressioni 
della forma 

(8) Cj^ = ^kyf ^.> .••, X., -^, ..., -j^j (*=i, 2,..., 21). 

Supponiamo che il mobile e la forza sollecitante F sieno riferiti ad 
una terna di assi ortogonali, diguisaché l'equazioni del movimento sono 
tre, incluse nella 

Or) -^ = X,, 

e supponiamo, p. e., che si abbiano 

X, = xJ + 2x,Xj, X, = x; + 2x,y,, X3 = xJ + 2x^X3, 
l'equazioni (g) in questo caso riduconsi facilmente alle quadrature; in- 
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fatò, essendo «, «* ie due radici cubiche immaginarie dell'unità, poniamo 

i". ^ «. + *. + *j. ^ ==«. + **» + «**,. />, = *. + «**. + **,» 
P. = X. + X, + X,, P. = X. + aX.+«'X,, i>,=X. + «'X, + aX,, 

si rileva agevolmente essere 

Pi=P" (i=^U2, 3), 

le (^) si commiitano pertanto in 

ora, moltiplicando quest'ultima equazione per dp^^ viene 



m 

2 

il cui integrale primo è 



Ì^)'=m.. 



essendo C^ la costante, e donde si trae 



.X 






1/pWG, ' 
risulta qiùndi» essendo C| un'altra costante, l'equazione 

dpi 



-'^^+V^fy^ 



in cui con i = i, 2, 3 devonsi dare ad h, k le coppie di valori (i, 2), 
(3, 4), (5, 6), onde conseguire le ire equazioni speciali del movimento 
in esame. 

276. Applicazione del principio dei lavori virtuau al moto di 
UN PUNTO libero. — Dicesi for:(a d'inerzia di un punto m movimento 
una forza eguale e direttamente opposta a quella producente il moto; 

e poiché w-j-j- sono l'espressioni delle componenti della forza motrice 

F secondo gli assi ortogonali, o normalmente alle facce del tetraedro, 
od ai lati del triangolo di riferimento, si hanno per le relative compo- 
nenti della forza d'inerzia — w— nr; similmente che — m-rr» — ^ — 

dt dt f 

sono Tespressìoni delle componenti della forza d'inerda secondo la tan- 
gente e la normale principale della trajettorìa. 
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Risulta pertanto essere nulle le somme 

di ciascuna componente, della forza motrice e della forza d^inerzia nelle 
direzioni suaccennate, e ciò conforme all'equazioni (5); diguisachè in 
ciascun istante v'è equilibrio tra la forza d'inerzia, e la forza o forze 
realmente applicate al punto. In conseguenza, se nell'istante t s'imprime 
allo stesso uno spostamento virtuale qualunque ^s, le cui projezioni se- 
condo le direzioni sopraindicate sieno Kx^, a coerenza dell'equazioni (15)» 
(18) del § 2321 e secondochè si prende per riferimento una terna di 
assi ortogonali, od un tetraedro, si avrà l'una dell'equazioni 

(9) l(^.-«7^)^*< = o, 

(IO) 2:D:»B»s»[(x»-f»^)>*»+(x,-«,^)K]=o, 

i sommatorii ^ estesi come fu significato nel § 211 per le rispettive 
(2), (3), ed ognuna esprimente che, per uno spostamento virtuale ar- 
bitrariamente impresso al punto nell'istante /, la somma dei lavori vir- 
tuali della forza d'inerzia e delle forze realmente applicate al mobile ò 
nulla; per tale mezzo la considerazione del movimento di un punto si 
subordina ai prìncipii della Statica. 

277. Quantità di moto ed impulsioni. — Supposto che il movi- 
mento virtuale impresso fosse una rotazione attorno l'asse Ox^ per un 
angolo infinitamente piccolo S9, perciò sia Sx^ = 0, e poiché dalle 
(13) del § 26, surrogando Ox, all'asse Ox^, si hanno x^ =: r sen 6 cos 9, 
x^ = r sen 6 sen f , considerate queste due coordinate quali fimzioni della 

f derivano 

ix^ = — XjSip, Jixj = x,J>9, 

pertanto dalla (9) si ricava 

moltiplicata quest'equazione per dt^ ed integrata tra i limiti i^ e t del 
tempo, designate x? le coordinate del mobile all'istante 1^, si ottiene 



m 

00 



= /(*aX, — «j^J'^'» 
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ed altre due simili equazioni deduconsi da questa con le sostituzioni 
circolari successive nel gruppo (123) degl'indici; si ritoma cosi alla (5) 
del § 130 e sue conseguenti, quindi come in esso § si ha il seguente 

Teorema. — // momenio rapporto ad un asse della quantità di mo- 
vimento dietro un tempo finito t, scemato del momento della quantità di 
movimento all'istante t^, è eguale alla somma dei momenti di tutte le im- 
pulsioni elementari, durante l'intervallo t — t^y della for^a delle forT^e 
agenti sull'elemento materiale. 

Si riconosce agevolmente che, riferendo il punto mobile e la forza 
motrice F ad un tetraedro fondamentale, la (11) sussiste egualmente 
per una rotazione virtuale attorno lo spigolo D^^, giacché coerentemente 
alla (27) del § 126, Tun membro e l'altro della presente (i) per rife- 
rirla all'indicato spigolo dovrebb'essere diviso per sen -D,^; onde adat- 
tare la stessa (11) a qualsiasi spigolo del tetraedro la scriviamo 

dalla quale si conseguiranno quelle relative agli spigoli D^^, D^^, D^^, 
-^14 > -^ij» "^ia> sostituendo al gruppo hk degl'indici successivamente le 
combinazioni binarie semplici dei numeri i, 2, 3, 4. 

E ne risulta pertanto che il teorema anzistabilito ha luogo per cia- 
scuno spigolo del detto tetraedro. 

278. Forza viva, e lavoro. — In secondo luogo, se per lo spo- 
stamento virtuale si attribuisce quello reale, eseguito dal punto mobile 
nell'elemento di tempo dt, q perciò alle ^x^ vanno sostituitele dx^, la 
(9) si presenta nella forma 

stantechè v* = ^1 1 -7^ ■ , dinotata v la velocità del mobile al tempo t 

(S ^5) f integrando quest'equazione tra i limiti t^ e t del tempo, ai quali 
corrispondono le posizioni date per le lunghezze s^, s contate sulla tra- 
jettoria, dinotata i;^ la velocità che ha il mobile all'istante 1^, ossia alla 
posizione s^, viene 
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(12) mv* — mv* = 2 / ^Xjdx. = 2/ ^X.dx. , 

che è Tequazione (5) del § 134 stabilente come in esso § il seguente 

Teorema. — L'accrescimento della jottji viva di un punto materiale 
in movimento sotto ' Vax}one di una forxfl F, le cui componenti sono X. , 
durante un intervallo di tempo = t^ — t^ qualunque, i uguale al doppio 
del lavoro della stessa for-^ji F durante questo tempo; e se il mobile sia 
sollecitato da più for^^Cy l'accrescimento delia jorxa viva sarà eguale al dop- 
pio della somma dei lavori di tutte le jor^e durante lo stesso intervallo di 
tempo. 

La stessa equazione (k)^ e conseguentemente l'analoga alla (i 2), si 
può ricavare dalla (loj del § 276; infatti, questa può scriversi, surro- 
gando sempre le dx. alle ^x.y 

lDUB,B,{X,dx,-\-X,dx,)=XDlB,B,m{^^dx,+'^^dx,^ 



= mdXDUB,B,^.^, 



ma l'elemento ds in coordinate tetraedriche, oltre ad essere espresso 
per la (26) del 5 28, è altresì dato per la formola 

ds'=-~,J^DlB,B,dx,.dx,, 
donde dividendo per dt^ si deduce 

-'=-^.1^2.^.5.1^' -47' 

la quale espressione confrontata col secondo membro della precedente 
equazione fornisce 

'"'^•''*= ~ YÌTlDUB,B,iXax,-\- X,dx,), 

e stante l'espressione (6) del § 212 si ricade precisamente nella surri- 
ferita (i), in conseguenza coerentemente alla (12) si ha 

(12') mv^ -mvl=- YpfTDlB,B,(X,dx, + XJx,). 

279. Allorché esiste una funzione di forza (/, ossia una funzione 
(/ = f (x, , X, , X,) delle coordinate della posizione M del mobile ad 
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Ogni istante /, talmentechè sia (§ i86) 

dinotate jc° le coordinate della posizione M^ al tempo /^, per la (12) 
si ha l'equazione 






(13) 7-' = ?(^.> X^y x^)-9i<y <y ^P, 

manifestante che per conoscere la variazione della forza viva del 
mobile, ed il lavoro totale della forza o delle forze agenti sullo stesso 
in un intervallo qualunque di tempo t — i^, basta che sulla trajettoria 
siano conosciute le posizioni M^y Af ai rispettivi istanti t^, U 
Inoltre, posta 

essendo C una costante arbitraria, quest'equazione rappresenta (§ 187) 
una famiglia di superficie di livello, distinte Tuna dall'altra dai valori 
particolari assegnati a C; e dinotata h la costante delle forze vive, ossia 
fc =-i-mv^ — (p(x°, x°, xp, per la (13) viene l'equazione 

(14) mv' — 2[?(x,, X,, X,) + /?] = 2(C7 + fc), 

emergendo dalla stessa che la forza viva del mobile, quindi la sua ve» 
locità, riprende lo stesso valore quando il mobile ripassa per la mede- 
sima superficie di livello. 

La cennata funzione esiste nel caso assai esteso contemplato nel 
§ 188, cioè quando sul punto mobile agiscono forze provenienti da a- 
genti posti in vari punti dello spazio, le quali sieno espresse ciascuna 
per una certa funzione della distanza del mobile dal rispettivo punto 
donde la forza emana; tale caso quindi ha luogo in particolare per le 
forze attrattive e repulsive secondo la legge Newtoniana. 

280. Principio della minima azione. — Un punto materiale che 
è in movimento spiega ad ogni istante un'azione proporzionale al 
prodotto deUa quantità di moto per l'arco ds della trajettoria descritto 
nell'elemento di tempo dty ossia espressa da mvds; quindi l'azione to- 
tale spiegata nel passaggio da una posizione A^ corrispondente al tem- 
po t^, ad altra posizione pure data A nel tempo /, va espressa per l'in- 
tegrale 

(15) /= / mvds=: I mv^dt. 
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E il princìpio della miniiria azione consiste in ciò, che sussistendo 
pel mobile in considerazione una funzione di forza t/ =: 9 (x^, x^, x^), 
talmentechè si abbia 

essendo b la costante delle forze vive, il passaggio dall'una posizione 
all'altra succede col minore spiegamento di azione, cioè a dire Vinte- 
graie I = I mvds nel passaggio del mobile da A^ in A dev'essere in 

generale un minimo. Diciamo in generale un minimo, dappoiché possono 
esservi eccezioni in casi particolari, ma in ogni caso, come si dimostra 
qui a seguito, la variazione del detto integrale tra i due punti fissi ^^, 
A sarà nulla. 
Infatti 

il = i j mvds = / mivds + / mvids^ 



mv 



2 



mivds = mvivdt = dt .i := di .iU 

2 

mvids = m-y-y T^idx. = m y^ ^^dix. 

dt^~ ds • ^~ dt * 

i sommatorii 2_ in queste formole essendo estesi ad » = i, 2, 3 ; riu- 
nendo le due parti, risulta per la variazione dell'indicato integrale 

ma ai limiti, ossia alle date posizioni A^ ed Ay le variazioni Sx- sono 
nulle, si ha in conseguenza 

(16) S/ = X/ mvds = o. 

Questo risultato propriamente prova che j mvds sarà un minimo 

od un massimo per ogni trajettoria tra i due punti fissi A^ ed A; ma 
è facile rilevare che sempre avrà luogo il minimo per un punto mo- 
bile interamente libero, giacché evidentemente se una linea qualunque C 
sia tracciata fra i detti due punti fissi, se ne potrà tracciare altra C 

F. Caloarbra. — if«»atuM, voi. II. t6 
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infinitamente vicina alla prima, lungo la quale l'azione spigata dal mo- 
bile è più grande che lungo la C, od in altri termini / mvds potrà cre- 
scere indefinitamente con la lunghezza della trajettoria tra i due punti 
fissi J^ ed Ay lo stesso pertanto non sarà suscettibile del massimo. 

Osserviamo infine, che se la forza viva del mobile ad ogni istante 
sarà costante, e perciò costante in grandezza la sua velocità, perla (15) 
risulta, essendo k, k^ due costanti 

07) / = K^-O = *.0-O. 

donde si rileva che il punto mobile segue il più breve cammino tra i 
due dati punti A^y A, ed impiega il tempo minimo. 

n. — La forza motrice avente speciali direzioni. 

281. La linea d'aziona della forza appartenendo ad un com- 
plesso LINEARE. — Se la linea di azione della forza F agente sul punto 
mobile, o che sia la risultante di più forze agenti sul medesimo, appar- 
tiene ad un complesso lineare Q cioè, se le coordinate del mobile M al 
tempo /, e le componenti della forza F secondo tre assi ortogonali 
soddisfano all'equazione 

^^ ì +b^(x^X,-x,X;) = Oy 

in cui fl, , a^y flj, b^y h^y b^ sono costanti arbitrarie, vediamo con quale 
legge si esegue tale movimento *). 

In primo luogo si osserva che, poste le ausiliare 

(2) A^ = a^ + b^x, — b^x^y 

ed altre due A^y A conseguibili con le sostituzioni circolari successive 
negl'indici (123), la medesima equazione (i) si presenta nella forma 

(3) ZAX^^o; 

d^X- 

inoltre se alle X. si sostituisce le m-^-^, dalla stessa (i) si ricava im- 

at 

mediatamente il seguente integrale primo, dinotata h la costante dell'in- 



•) Si confronti in proposito un'eccellente Nota del prof. V. Cerruti, facente 
parte della CoUectanea mat. in memorìam Dominici Cheuni, 188 i; confr. pure una 
Nota del prof. M. Gebbia nei Rend. del Gire. Mat di Palermo, 1887. 
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tegrazione, 

tdx^ . dx. . dxj , , / dx^ dx2\ 

'■-dt + '-Hf + ".-JT + ''\'--iT - ''-dT) 

ovvero, atteso le ausiliarie A-, 

(4') «1^.77-=^. 

il quale esprìme che il momento della quantità di movimento mv per 
rapporto al complesso 12 è costante. 

Essendo a. i coseni degli angoli che la direzione della velocità Vy 

ossia che la tangente M T aUa trajettoria forma con gli assi coordinati, 

dx- 
poiché -7-^ = v«., e posto "f = X-^i*»» ^* stessa (4), o (4') si pre- 
senta nella forma 
(5) mvZA'i = fnvr=.h, 

ì sommatorii ^ nelle superiori formole, come in proseguo, vanno estesi 
ad i = ^, 2, 3. 

d X: h 

T 



Ci X- u 

Dall'equazione ^»-r^ z=z tnvoi:= — a, deriva 



d'x. vh dr hv da. 

dt^ • T* ds ^ r ds ' 

e dinotati ^. i coseni d^U angoli che la normale principale MN della 
trajettoria forma coi tre assi coordinati, p il raggio del cerchio oscula- 
tore, atteso la relazione 

ds p 
ricordata nel § 22, si ha 

Ricavate da questa espressione le X^, X,, X, con i = i, 2, 3, 
indi quadrando, e sommando si ottiene, stantechè X *i Pi = ^ > 

e poiché dall'eguaglianza ^ = X -^i *< deriva 
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giacché com'è facile verificare ^ a . -7—* = o , risulta dunque 

sviluppando il secondo membro viene 

f ' = ^[lA)(a] + pj) + 2^.^.(^ \ + ^A) 

e designati y,. i coseni degli angoli che la binormale MB alla trajetto- 
ria forma con gli assi coordinati, stantechè la tangente, la normale prin- 
cipale, e la binormale formano un triedro trirettangolo, si hanno quindi 
le relazioni 

a. «a+P. f^.+Y. Y.=o , a, «,+P, P3+Y1 Y3=o > «, «.+P, P.+Y, Yi=o > 
per la stessa F^ risulta l'espressione 

ed altresì 

>' = ^[lA^ -(I^,r^-]=^"[. - (l4r,)]. 

posto G* = 2- -^i • 

U vettore G ha per componenti secondo gli assi coordinati le A-, 
quindi A.:G sonò i coseni degli angoli che la sua direzione forma coi 
predetti assi, in conseguenza, dinotati (G, -B), (G, T) gli angoli che 
essa forma con la binormale e la tangente, si rileva che 

A A 

cos(G, 5)=2;-^Yi> T = G2;-^«i= Gcos(G, T), 

e di seguito risultano le relazioni 

^^^ ^"^mGcosCG, r)' ^~pG*cos'(G, 2)* 

la cui interpetrazione geometrica si rende da sé manifesta. 

Considerato il complesso Q come speciale, ossia costituito dalle rette 
designanti le linee d'azione della forza F diretta costantemente ad una 
retta fissa, introducendo tali restrizioni si potranno dedurre dalle (7) 
l'espressioni della velocità e della forza motrice, ottenute dal Prof* Ugo 
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las 



Dainelli per questo caso speciale, trattandolo direttamente in una Me- 
moria tra quelle dell'Accademia delle Scienze di Bologna, 1887. 

282. La forza motrice costantemente parallela ad una data 
DIREZIONE. — Questo è un caso particolare del precedente, e la trajettoria 
è tutta compresa in un piano parallelo alla direzione assegnata; infatti, 
preso per asse Ox una retta parallela alla detta direzione, perciò pa- 
rallela alla forza F, le componenti X^, X^ di questa saranno costante- 
mente nulle, si ha cioè 



m 



d'x. 



= m 



d'x. 



= 



dt^ dt' 

quindi, dinotate a, b, e tre costanti, vengono in primo luogo l'equazioni 
dx. 



m 



-^ = a. 



^^1 u 



adx^ — bdx^ = o. 



di 

e di seguito 

(8) ax^ — bx^ = c, 

la quale ultima equazione essendo quella di un piano parallelo all'asse 
OXj, dimostra la proprietà enunciata; questo piano va determinato dalle 
condizioni iniziali del movimento, ossia è il piano condotto per la velo* 
cita iniziale del mobile parallelamente alla data direzione. 

Consideriamo, p. e., il movimento di un punto pesante nel vuoto, 
che sia spinto con una velocità iniziale V inclinata di un certo angolo 
a sull'orizzonte ; attesoché: l'azione della gravità è costantemente verticale, 
se pel punto di partenza del mobile si conduce la verticale Ox^, la 
trajettoria sarà compresa nel piano determinato da Ojc, e dalla direzione 
di V (fig. 91); presa per uno degli assi coordinati la stessa Ox^, e per 

l'altro asse Ox, la interse- 
zione del predetto piano con 
l'orizzontale passante per 0, 
sicché trattasi di un movi- 
mento piano riferito a questi 
assi, dinotate x^, x, le coor- 
dinate del mobile al tempo ^, 
g l'accelerazione dovuta alla 
gravità, contata dall'alto in 
basso in contrasenso alle x^, 
e riguardata come costante 
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atteso la piccolezza del campo, in cui si estende il movimento rispetto 
alle dimensioni della Terra, si hanno per l'equazioni differenziali del 
movimento 

le quali spogliate del fattore m, ed integrate danno 

(h) -^=FcoscL, J^ = y'senoL — gt; 

con una seconda integrazione si ottengono Tequazioni 
(e) X, = Fcosa./, Xj=Fsena. t — ^S^^y 



e da queste, eliminata /, posto altresì F = Y2ghf risulta l'equazione 
della trajettoria 

(9) X, = X, tan a — 



jc! 



.a _ > 



4 h cos* a 

che è quella di una parabola con Tasse A C disposto verticalmente. 
Componendo le (h) si ottiene per la velocità v del mobile 

(io) v=iyr — 2gVstnoi.t-{' gU^; 

da questa espressione, dalla (9), e dalla prima (e) si traggono per gli 

d X 

elementi della posizione culminante A , avendosi per la stessa -j— 2- = o , 
l'espressioni 

(^11) x\=^h sen 2 a , x[ = h sen' a , /' = 1 / — . sen a , v' = F cos a ; 

parimenti per gli elementi della posizione £, in cui il mobile traversa 
l'orizzonte, si ottengono l'espressioni 

/ x" = 2x[ = ihsemci, x" = , 

(12) < r = 2/' = 2l/— .sena, v" = F, 

\ dx^i dx^-= — tan a . 

283. Teorema delle aree. — Se la forza motrice F sia costante- 
mente in un piano con una retta fissa, presa questa per uno d^li assi 
coordinati, per Tasse Ox^, p. e., allora il momento della forza per rap- 
porto a quest'asse essendo costantemente nullo, per la (i) del § 277 si ha 



d l dx, dx^\ 



CAP. I. — MOVIMENTO DI UN PUNTO LIBERO. I27 

int^rando, e designata iC h costante, si otdeae 

(.5) d.(,/^_./^) = C; 

ma per la (i) del § 20 il primo membro esprime la velocità areolare 
tójj del movimento projettato sul piano x, Ox^ rispetto all'origine 0, 
dunque nel caso in esame codesta velocità è costante, e designata 5 l'area 
del settore descritto nell'intervallo di tempo / — /^ da m, projezione 
del raggio vettore OM sul detto piano, si ha 

(14) dS=Cdt, S=CO-Q, 

cioè a dire l'area 5 è proporzionale al tempo impiegato a descriverla. 

Qò ha luogo egualmente se il movimento sia piano, e relativamente 
a questo piano, dovendo in tale caso la direzione della forza F passare 
pel punto 0, incontro della retta data col piano della trajettorìa; e se 
si ammette, inversamente, che il raggio vettore OM descrive aree pro- 
porzionali ai tempi, risulta che la forza F sarà diretta costantemente 
verso il punto 0; infatti, l'esistenza delle (14) ttae quella della (13), 
che differenziata rispetto al tempo ty ed indi moltiplicata per m dà l'e- 
guaglianza dei rapporti 

^TF *^' "^^IF '^*' 

comprovante la proprietà enunciata. 

Se la forza motrice in generale sia centrale, ossia che la sua dire- 
zione passa costantemente per un punto fìsso 0, e sia preso questo 
punto per origine di una terna di assi ortogonali, la proprietà espressa 
per la seconda (14) avrà luogo pel movimento projettato su ciascimo 
dei tre piani coordinati; ed è manifesta la proprietà inversa, giacché la 
sussistenza delle (14) trae quella della (13) per ciascun movimento pro- 
jettato, pertanto si hanno le tre seguenti equazioni, designate Q (i = 3, i, 2) 
le relative costanti, la prima 

(.5) 4.(,/JL_,/^) = C,. 

e le altre conseguibili da questa con le sostituzioni circolari successive 
nel gruppo (123) degl'indici; differenziandole rispetto a /, e moltiplicate 
le derivate per m, si ottengono l'^uaglianze dei rapporti 

d'x, d'x, d'xj 
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che dimostrano essere la forza motrice F diretta costantemente per l'o- 
rigine degli assi coordinati. 

D'altro canto si osserva che la stessa (15) e sue conseguenti, mol- 
tiplicate rispettivamente per x , x,, x,, e sommate forniscono l'equa- 
zione 

XC.x. =zo, 

la quale manifesta essere la traiettoria compresa in un piano passante 
per 0. 

Dal precedente s'inferisce il principio delle aree contenuto nel se- 
guente 

Teorema. — Alorchè in un movitmnio piano esisU un punto fisso 
del pianOy rispetto al quale il raggio vettore OM descrive aru pro- 
porzionali ai tempi, la for^a motrice F sarà sempre diretta verso O, e re- 
ciprocamente. Quando il movimento di un punto nello spazio è tale, che 
rispetto ad un punto fisso 0, le projeT^ioni del raggio vettore OM sopra 
tre piani ortogonali condotti per descrivono aree proporzionali ai tempi, 
in questo caso la forza motrice F è diretta costantemente verso il punto 
fisso; inversamente, se la forza F sollecitante il mobile sia costantemente 
diretta verso un punto fisso 0, allora la projezione del raggio vettore 
sopra un piano qualsiasi condotto per 0, e relativamente a questo punto 
come centro, descriverà aree proporzionali ai tempi; la trajettoria del mo- 
bile, nelVun caso Valtro, sarà una linea piana, il cui piano passa pel 
punto fisso. 

Si rileva agevolmente come sia da modificare l'espressione del teo- 
rema, allorché il movimento piano sia riferito ad un triangolo tracciato 
neUo stesso piano, o che considerato comunque nello spazio sia riferito 
ad un tetraedro fondamentale (§§ 51, 52). 

In ogni caso, nel piano della trajettoria essendo r, 9 le coordinate 
polari della posizione Af del mobile al tempo /, preso il punto fisso per 
polo, la forza motrice va espressa (§§ 27, 53) per b formok d'EuLERO 

o per quest'altra dovuta a Binet, dinotando con C la costante eguale 
al doppio dell'area descritta dal raggio vettore nell'unità di tempo, 



(17) F = ^ 



r 



r ^ i?* J 
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le quali due forinole si convertono perfettamente Tuna nell'altra^ quando 

♦ 

si trasformano debitamente le derivate (Beltrami, Lettera a Mogni nel 
Giornale di Battaglini, 1867). 

Inoltre, essendo la velocità areolare del sudetto raggio vettore co- 
stante, ed espressa per -^ OD.Vy dinotata OD la distanza della velocità 
V del mobile dal punto fisso, si ha designando con B una costante 

(18) . = ii, 

^ ^ OD 

ciò che prova il variare della velocità del punto mobile in ragione in- 
versa della predetta distanza. 

ni. — Equazioni di Lagrange, e di Hamilton. 

284. Equazioni di lagrange pel moto di un punto in coordi- 
nate dUALSiANSi. — La (9) del § 276, egualmente la (io) dello stesso 
5, costituisce limitatamente ad un punto mobile l'espressione analitica del 
principio generale di D'Alembert sul moto di un corpo, o sistema di 
punti materiali qualunque, pel quale ogni quistione di movimento (al- 
meno nello stabilirne re^uazioni) si riduce a quistione d'equilibrio, od 
in altri temìini le leggi della Dinamica si subordinano a quelle della 
Statica. Ora, con le indicazioni date da Lagrange trasformiamo la pre- 
detta equazione (9) del § 276 in altre dipendenti da un sistema qual- 
siasi di coordinate, e ^er l'oggetto osserviamo anzitutto potersi la me- 
desima scrivere come segue 

e poiché si ha 

la stessa equazione si presenta nella forma 

ovvero, designata T la semiforza viva, cioè 

f dX' j . j dT dx. ,, 

posto x\ = -Tj- , ed m conseguenza essendo t— 7- = m -jf , per 1 equ4* 

F. CàLOAKBtA. — Métuuùctk, vol. II. 17 
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zione in esame si ha 

i sommatorii ^ nelle superiori formole vanno estesi ad i = i, 2, 3. 

Supponiamo adesso che le coordinate cartesiane x.y che fissano la 
posizione del mobile ad ogni istante, siano dipendenti da un altro siste- 
ma qualsiasi di coordinate ^^(i = i, 2, 3) e dal tempo /, secondo 
certe date funzioni 
(2) Xi = 9. (/, q^, q^, q^) (i = i, 2, 3), 

dalle quali si traggono, distinguendo anche con un accento le derivate 
rispetto al tempo /, 

dx. , dx. j. ^dXi , dx\ dx^ 

^àq^ ^dq^ 

i sommatorii ^ estesi ai valori i , 2, 3 di Jt, e sostituendo queste espressioni 
di x\ in quelle di T, questa diverrà funzione delle y, , q^^ q^y q[ , q'^ , q'^ , 
e di / ; perù in S T devesi considerare t costante, e viene 

ì sommatorii estesi a i = i, 2, 3; in conseguenza poi delle Sx. fornite 
dalle (3) si ha 

dT ^ ^^dT dx[ ^ dT ^ 

inoltre supposto che le X. siano esprimibili per le x. , dò che avviene 
semprechè esiste una funzione di forza, e siano quindi esprimibili nelle 
9i> ?!> ?3> si scorge potersi trasformare zÌ^ì^^ì ^^ un polinomio della 
forma ^Q^^q^i essendo 2* funzioni delle y, , y, , q^. 

Dietro quanto si viene d'osservare, risulta che l'equazione (i) assu- 
me la forma 

ovvero 



^/ d dT dT ^\j. 
la quale equazione, se fra le y, , q^y q^ non esistono legami, sicché le 
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^9i» ^?i> ^?j sono arbitrarie, si scinde nelle tre seguenti 
f \ d dT dT ^ 

Quest'equazioni dovute a Lagrange, con estensione al movimento 
di un sistema qualsiasi di punti materiali, come si vedrà a suo luogo, 
permettono di stabilire con procedimento uniforme l'equazioni di un pro- 
blema qualunque di Dinamica, giacche fatta la scelta convenevole delle 
coordinate y^ , mediante le stesse si calcolerà T, e le j2t > ^ì seguito con 
semplici derivazioni si costituiranno l'equazioni speciali conducenti alla 
soluzione del problema. Ed è ad osservare che T essendo composta con 
le q^ e le ji, risulta che l'equazioni (4) sono di secondo ordine, iloro 
integrali conterranno perciò sei costanti arbitrarie, da determinarsi mercè 
le condizioni iniziali del movimento; inoltre, se si conosce l'espressione 
di d 5 in funzione delle nuove coordinate q.^ si ha immediatamente 

quella di T, essendo T= 5-5- . 

285. Allorché poi esiste una funzione di forza [7= ^(x^, x,, x\ 
cioè a dire che sia ^X.Sx. = S C7, poiché sostituite per x. le (2) 
la U diventa una funzione delle ^j, cosi alle (2* J^^U^ (4) devonsi so- 
stituire le derivate -j — . Supponiamo, per esempio, che le x. siano espres- 
se in coordinate polari 0, 9, a, cioè 

x^ = a cos 9 sen 0, x^ = a sen <f sen 0, x = a cos 0, 

essendo a costante, e 0, 9 le nuove variabili q^y g^ , e che esista una fun- 
zione di forza U = — a^cosO, la massa w del mobile essendo presa 
per unità, con questi dad si hanno 

r = -j-(«" + *°'«-?"). ^ = ^ = fl*senecose.,p", 

dT dT dT dT ,., dT dT , ,. , 

5?:=df = °' dY,=W = ''^' Jir = d7 = «^^°^-''' 

dU dU . dU dU 

e per le (4), che in questo caso si limitano alle prime due, vengono 
(e) a-j- asen 6cos6.9'^ — ^sen 6 = o, -j-.sen^O^'rzzo. 
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Integrata la seconda, e posto C\a^ per la costante, si ha 

C 



W ?' = 



a^scn^e' 



introdotta questa espressione nella prima (e), indi n.oltiplicando per 2 ti 6, 

sì ricava 

AfjAr 2C*cos6d9 ^.^ 

2fl6'(fr r i-s 2;sen6rf9 = o, 

à> sen' 6 ^ 

ed integrando, per la costante posta 2gh:a, risulta 

«*e" = 2^(fc - d cos 6) - ;^r^ , 

donde infine si ricava, lasciando implicito il doppio segno ± nel radicale, 

^^^ izga^ sen' e(fc — a cos 6) — C* 

28^. Principio d' Hamilton. — Sia T la semiforza viva del mobile 
nella posizione determinata dalle coordinate x^ all'istante /, 8 C7 l'espres- 
sione differenziale del lavoro virtuale della forza o delle forze agenti sul 
mobile per uno spostamento arbitrario, di cui sieno Xx^ le projezioni 
secondo gli assi coordinati, se il mobile nelle epoche X^y i^ abbia posi- 
zioni tali, per le quali gli spostamenti virtuali siano nulli, l'integrale 

(5) ^= f\^T+iU)dt 

in tutto l'intervallo /, — t^ sarà costantemente nullo. 
Infatti, io stesso integrale può scrìversi 

e di seguito 

ora, int^rando per parte si ha 

ma la prima parte di questo integrale è nulla, essendo ai limiti nulle le 
i X. I risulta dunque 
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ed essendo l'espressione sotto il segno d'integrazione quella stessa del 
primo membro dell'equazione (9) del § 276, la proposizione resto per- 
tonto dimostrato. 

Intonto se alle coordinate x^ vanno sostituite le ^^ come nel § 284, 
atteso la (b) dì esso paragrafo, e la 

per l'equazione 

e con integrazione per parte viene 

però la prima parte di quest'integrale è da sé nulla, cosi la precedente 
equazione si commuto in 



(6) f 



la quale, se fra le qj^ non esistono legami, e perciò le iq^^ sono affatto 
arbitrarie, si scinde nelle (4) del § 284, perciò con le premesse condi- 
zioni dal principio d'HAMiLTON s'inferiscono le stesse equazioni di La- 
grange. 

287. Equazioni cakgkichb. — Supponiamo che esisto una funzione 

di forza fJ = 9 (x, , x, , x^), sicché '^X^^Xi = ^U, la quale per la 
sostituzione ddle q^^ alle x. , considerando quest'ultime come indipendenti 

dal tempo, dà i 1/ = ^ -j — & qj^ ; per la stessa sostituzione sì ottìene 

la semiforza viva T espressa per le ^^^ e derivate q[, e se si pone 

-— - = pj^ , mediante queste equazioni ottenendosi i valori delle ql in 

fruizione delle pj^, sostituendoli indi nella T, questo a sua volto divento 
funzione delle jj e delle p^ . Adunque la T si può riguardare o come 
funzione delle 9» e fi , come funzione delle q^, e /^i , nel primo caso 
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le sue derivate parziali si dinoteranno con la caratteristica d, nel secon- 
do con la S, pertanto abbiamo nell'un caso, e nell'altro 

d'altro canto si osserva che, essendo 7^== ^ — jc'.', x| = 2] J~^?*>^ 
scorge essere T funzione omogenea di secondo grado nelle ^J^, e pel 

dT 

noto teorema delle funzioni omogenee si ha 2T=^q[-r-r=^^Phìk9 
quindi per la differenziale totale viene 

Sottraendo quest'equazione dalla somma delle due precedenti (f), 
si ottiene 

e poiché le sei diiferenziali dq^y dp^ sono arbitrarie, il coefHciente di 
ciascuna delle stesse dev'essere nullo, si ha dunque 

/t.N àT ÌT , dq^ IT 

^^ 'àT.^~Wr ^' = ~di=W. (*=''=''J^' 

si osserva altresì che la funzione U contenendo soltanto le ^|^, e non 
mica le p^ , si può adoperare indistintamente \3l d o ^ neUe differenziali 
parziali di essa rispetto alle q^y essendo nulle rispetto alle p^\ pertanto 
l'equazioni di Lagrange si commutano come segue 

d dT dT dU _ dp, iT ^U _ 
dt ' dq[ dq^ dq^ d/ "^ tq^ X?i ' 

ed introducendo, secondo Hamilton, la funzione H =^ U — T, stante 

la seconda (/;) con riguardo pure che t — = o, estendendo altresì la 

^Pk 

caratteristica d alle differenziali delle p^^ si hanno le s^uenti equazioni 
canoniche, o di Hamilton: 

r N àp. dH dq, dH 

essendo 

(8) ^=K?,. ?,.«,./»../'../',) 
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una funzione delle sei variabili qj^, p^^ che bisogna con precedenza sa- 
pere calcolare. 

Essa è immediatamente determmata, quando sieno date U ^ T\ 

p. e., se si abbiano U = mg{q\ + ?D> ^ = -^(?7 + 4?', q\ + ?'/)> 
si ricavano anzitutto 

AT dT 

dalle quali à deducono 

e di seguito 

^' 3m ' ^* 3m ' 

con queste espressioni si forma 

indi 

^ = «K?: + ?D + j^(p: - 4/». A +/>:), 

donde risultano l'equazioni canoniche 

db da 1 , 
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MOVIMENTO DI UN PUNTO VINCOLATO. 



L — Movimento sopra una superficie senza attrito. 

288. Sia l'equazione di una data superficie 5 in coordinate orto- 
gonali 

0) /(^.» *a> ^j> = 0, 

la quale per maggiore generalità supponiamo col tempo t variabile di 
posizione, o di forma, ovvero dell'un modo e dell'altro; perù, in una 
durata infinitamente piccola d t potendosi riguardare come invariabile, nel 
differenziare la data equazione si riterrà / quale costante,' ed in conse- 
guenza, dinotati ^^ i coseni degli angoli che la normale alla detta su- 
perficie in un punto M, di coordinate x., forma con gli assi coordinati, 

. _ . df 

il sommatorio 2^ esteso ad i = i, 2, 3, le derivate -p- dedotte dalla (i) 

considerato t costante, e al parametro differenziale di pnmo ordine A si 
farà precedere dei segni ± quello, che in ogni caso particolare è da 
attribuirsi secondo la direzione, che a partire dall'origine M compete alla 
porzione della normale in considerazione. 

Quando la superficie fosse invariabile, e di sito e di forma, il tempo 
/ non entra nella sua equazione, si ha semplicemente 

(3) f(x,y X,, x;) = o, 

e le (2) sussistono egualmente. 
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Un punto materiale Af, sollecitato da una forza F, le cui compo- 
nenti secondo gli assi sieno X. , e che può essere altresì la risultante di 
più forze applicate allo stesso punto, sia costretto ad aggirarsi sulla d^ta 
superficie, scorrendo libieramente cioè senza attrito ; in tali condizioni, la 
pressione P che il mobile esercita contro la superficie, o la reazione N 
che questa oppone, dev'esserle diretta secondo la normale, ed in ogni 
caso particolare si saprà la sua speciale direzione nei due versi a partire 
da M j cosi sarà determinato il segno precedente a A, quindi lasciandolo 
implicito, le componenti secondo gli assi coordinad della reazione sono 

(4) ^^.•=X^ = 1. ^.J): 

e poiché si può considerare il mobile come interamente libero sotto l'a- 
zione delle due forze f , iV, si ha p^r Tequazione (9) del § 27^, appli- 
cata al movimeoto in esame. 

La medesima si scinde nelle tre seguenti 

alle quali, e secondo i casi della data superficie, si deve associa,re .la (j) 
.0 ,la (is)f per avere un sistema di quattro equazioni definenti Je coor- 
.dinate x. della posizione del mobile;, e Ig reazione N .della ^uperfici^ in 
funzione del tempo t. 

289. Nello stesso caso di essere la .superficie invariabile, se non e- 
siste forza motrice, e perciò siano X^ = o, o che la forza si mantenga 
costantemente normale alla superficie, sicché con la N compongono u- 
nica forza, le (6) si comiputano nell'eguaglianze di rapporti 

(7) d'x^:^ = d^x^::^=:d'x',4^ , 

^'^ ' jìx^ * dx^ 5 dx^ 

le differenziali d^x^ essendo prese rispetto al tempo <; ma è facile rile- 
vare che si può prendere anche per variabile principale l'arco s della 
trajettoria, che il mobile des,crive a partire da una posizione assegnata, 
infatti l'elemento ds essendo perpendicolare alla norn^e AfpV «d^lla su- 
perficie S, stante l'espressioni (2) si ha la relazione ^ ^. -j^ = o , ossia 

F. CàL9àMM9iA. '^ àitccmnUa, toI. II. |8 
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dx^ ' ' dx^ ' ' dXj ^ ' 

moldplicando le dedotte dalla (6) con i = i, 2, 3, rispettivamente per 
dXj, dx^, dx^y e sommando si ottiene, atteso la precedente relazione. 



m 



Z'4f^'^ = T^lfè)"=T^-«' = »- 



V designando la velocità del mobile ; donde risulta v = costante, e poi- 
ché la velocità è costante, ds e dt sono proporzionali, perciò nelle (7) 

e* X' 

si può considerare s quale variabile indipendente, ed alle d*x.j o -jTr* 
Sì possono surrogare -ì-r> avendosi pertanto 

Ciò prova che la normale principale della trajettoria in ogni punto 
è perpendicolare al piano tangente della superficie, proprietà caratteristica 
delle linee geodetiche, laonde risulta il seguente 

Teorema. — Quando un punto si muove sopra una superficie sen:^a 
essere solkcitato da alcuna forgia, che la for^^a si mantiene costantemente 
normale alla superficie, il suo movimento è unifornUj e descrive utia linea 
geodetica. 

Consideriamo, p. e., le geodetiche sulla superficie di un ellissoide 
a tre assi la. (ì= i, 2, 3), presi gli stessi per assi coordinati OX. con 
l'origine nel centro, e la cui equazione, posto ?^. = x,. : a. , è 

(a) f=X^.:~i=o; 

dalla medesima deriva df:dKi^= 2^., quindi pei rapporti (7), molti- 
plicati gli antecedenti per 2, ed indicato con \ il valore comune, si ha 



^ = d%:-^ 



a. 



donde si ricavano 

(t) ^Z^ = l^ià%, UZ^=dZidQ'- 

i i 

Intanto la (a) differenziata due volte di seguito fornisce 

l^id%=-X(dQ\ 
mediante la quale per la prima (b) viene 
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dividendo per quest'ultima la seconda (b) si ricava 

i i 

equazione integrabile, pel cui integrale si ottiene 

(e) X^xl.(^ Q' = ^^^^^^^ > 

ed è questa l'equazione differenziale delle linee geodetiche sopra men- 
zionate. 

Un'interpetrazione geometrica della stessa conduce ad un importante 
teorema dovuto a Joachimstal ; infatti, sia M un punto della linea geo- 
detica in considerazione, appartenendo all'ellissoide le sue coordinate sod- 
disfano all'equazione (a), ed essendo ds l'elemento dell'arco avente ori- 
gine in M, i coseni degli angoli che la tangente in M alla curva forma 
con gli assi coordinati sono espressi da 

di 
<^i-jj = 1,2,3); 

dinotata D b lunghezza del semidiametro parallelo alla predetta tangente, 
si hanno per le coordinate della sua estremità 

e poiché questo punto si trova sull'ellissoide, risulta 

d'altro canto si osserva che il piano tangente in M, dinotate \-^ le coor- 
dinate correnti di ogni suo punto, ha per equazione 

e la sua distanza p dall'origine va espressa per la formola 

P ^i 

dal prodotto di quest'eguaglianza e della {£) viene la seguente 

il cui confronto con la (e) conduce al teorema menzionato 

i) p = costante. 
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290. Equazioni di LagraiIge pel moto di un punto sopra una 
SUPERFICIE. — Si considerino le coordinate t. di ciascun punto della data 
superficie 5, ed in ispecie quelle della trajettoFÌft descrìtta dal mobile M, 
dipendenti da due parametri q^, q^y che a loro volta sieno funzioni del 
tempo, espresse per date equazioni includenti esplicitamente i^ ossia che 
si abbiano tre equazioni 
(9) *i = ?.(?.> ?a> (« = 1.2, 3). 

talmenteciièy eliminando fra di esse le 9, e 9, , si ottenga la stessa equa- 
zione (i) del § 288, e se la data superficie sia invariabile, quesf equa- 
zioni (9) non conterranno /. 

Per la (6) dello stesso §, moltiplicau per j^, si ha 



m 



d'x-d(f, _yd(f, N df dff, ^ 
df dq^ ~^dq^ "^ A dx^dq^ ' 



particolarizzata questa ad t = i, 2, 5, indi sommate l'equazioni cosi de- 
dotte, risulta 

Co) 2»^^= a. f2. = i^.^. 

stantechè si ha la relazione 

esprimente che la normale alla superficie 5 è normale all'elemento ddla 
trajettoria ds derivante dall'equazioni (9), se lasciando q^ ^ t costanti, si 
faccia variare soltanto 9,; similmente si ottiene altra equazione 

in questa, al pari che nella (io), i sommatorii ^ essendo estesi ad 

i = I, 2, 3. 

dx. 
I primi membri delle (io), (io'), dinotate x\ le derivate -j-^, si 

possono trasformare come segue 

i"^(':3^)-Z«.-;i(^i)=e.; 

intanto dalle (9), designate q\ , q[ le derivate di q^ , q^ rispetto al tcWìf ò 
t^ viene 
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e considerata questa quale funzione delle 9, > 9a » ?■ > 9a > ^ ^^ dedticOn^ 






rf»f, 



d'altra parte essendo ciascufia derivata 



di,' àq, 
funzione deUe f,, q^, t, si ricavano 

d 



/VdyJ dql^'^dq,dqj^^dq,dt ' 

dt\dqj dq.dq,^'^ dtf,^'^ dqjt * 
quindi risultano 

Sostituendo neDe (<) l'espressioni delle derivate 

à^i dfi d /d^.\ d /d<f.\ 
dq,' dq,' di\dqj' dt\dqj 

fornite dalle precedenti relazioni, si ottengono l'equazioni 

ovvero, essendo T ia semiforaa viva, cioè 

funzione di q^, q^, 9,', q[, t, risultano 

d /dT\ dT ^ d idT\ dT ^ 

che sono l'equazioni del movimentò date da Lagramge. 

Si co5ticuisce T sostituendo nella (la) Feipressioni ddle x\ fomite 
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dalle (il) con i = i, 2, 3, e di seguito si formerà i primi membri delle 
riferite (13), quanto ai secondi membri, le j2i> Qz sono espresse per 
k (io), (io'). 

Dalle stesse si deduce 

ed avendosi dalle (9), considerando t costante, 
risulta pertanto 

(14) Q.S?. + Q.^. = Ix,«*,; 

donde s'inferisce che per avere J2i> Cj> l'asta prendere successivamente 
i coefficienti di Xj,, ^5^, nell'espressione del lavoro virtuale eseguito 
dalla forza motrice Fy per uno spostamento arbitrario fatto subire al 
mobile nella posizione che ha all'istante I, od altrimenti, fatto subire al 
mobile uno spostamento virtuale ^ q^ , lasciando invariate q^ e ty il lavoro 
della F sarà Ci ^ ?i > ^ cosi si avrà Q^ ; viceversa impressogli uno spo- 
stamento X q^ , conservando costanti y, e ty il lavoro Q^ S y^ di F deter- 
mina Q,. 

Se poi esiste una funzione di forza ^(x, , x^y x^), la quale per 
la sostituzione delle (9) divena funzione ài q^y q^, ty ne derivano 

O5) Qi=TT' 2a = 



infatti 



dU 



ì, si hanno X. =j^ (» = i, 2, 3). 

élL — xilLi^ — '^yélL—n 

dq, ~^dx,dq, ~^ 'dq, ~ ^" 

àU ._ v^^ — VY^ — n 
dq,~ ^dx, dq, ~^ 'dq, ~ ^'' 

Si osserva infine che, quando la superficie è invariabile lo sposta- 
mento reale del mobile è perpendicolare alla reazione normale N, sic- 
ché il lavoro di questa reazione sarà nullo, e pel principio delle forze 
vive avrà luogo l'equazione 



mv* 



(i<f) i^^^L^iàx,, 

la quale potrà rimpiazzare l'una delle surriferite equazioni di Lagrangb. 



CAP. II. — MOVIMENTO DI UN PUNTO VINCOLATO. I4J 

291. Per un esempio di applicazione delle (13), (14), consideriamo 
il movimento su di un piano fisso di un punto Af sollecitato da una 
forza Fy che emana da un punto fisso A del piano, operante in ragione 
della distanza AM = 1 del mobile, cioè che sia f = (a I , designando per 
(Jt. una costante ; pel facile esame del movimento, sieno tracciati nel pia- 
no due assi ortogonali Ox, , Ox^, il primo passante per Ay la cui di- 
stanza da la dinotiamo a, cosi le X^, x^ sono nulle, ed esprimendo 
le Xj , X, in coordinate polari r, 6, si hanno x, = r cos 0, x^=^r sen 6, 
quindi 



inv^ m / ds V m 

~ 2 ~T\dT) ~T' 



di' 
X, Sx, + X,Xx, = fA[(fl cos 6 — r cos 2 6)Xr — r(a sene— r sen 26)Xe]. 

Considerando le x, , x^ quali funzioni di y, , y, , prendiamo g^j = r , 
q^ = e, perciò vengono Tespressioni 

T _ ^ /'-'» _i_ ^»ft'>^ dT dT ^„ dT dT _^ 

dr dr , dT dT ,., 

dY = dF = '^'' dZ^W^"^'^* 

Q^ = |j(.(acos6 — r cos 26), Q^ = — |i.r(asene — rsen2e), 

in conseguenza delle quali si ottengono per l'equazioni (13) del movi- 
mento 

d 
■j-(mr') — mrV^ = p.(acose — rcos2e), 

■j-(mr*e') = — |i.r(asene — r sen 26). 

È facile poi rilevare che, dinotate 1? e P le componenti della forza 
F nelle direzioni del raggio vettore r e perpendicolarmente allo stesso, 
e nel senso positivo tanto di r quanto di e, si hanno 

R = {jL(acose — rcos2e), P = — {JL(asene — rsen 2e), 
sicché le due precedenti equazioni si possono scrivere 

e se si prende A per origine delle coordinate, in tale caso i? è la stessa 
forza F, si ha P = o , e per l'ultima equazione viene 



>44 
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donde 



.-i» 



conformeroeate al principio 'delle aree (§ 283). 



= costante , 



292. Movimento del peìydolo semplice -sfìerico. — Per .secoiid<p 
«esenipio consideriamo il movtmento di un punto pesante, obbligato a 
soQixQre £opra una sfera senza attrito, di cui sia il centro ed a il 
xaggio (fig. 92); prendiamo lo stesso centro per origine di una teraa 
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di assi ortogonali, dei quali Ox^ sia verticale dal basso in alto, cioè in 
contrasenso dell'accelerazione ^ della gravità, gli Ooc,., Ox^ nel piano 
orizzontale passante per 0; il piano x^Ox^ (indefinitamente prolungato) 
sia preso per primo verticale, ossia per riferimento della posizione di 
ogni altro verticale del fascio avente Ox^ per asse, mediante l'angolo 
compreso 9. Qascuna posizione M del mobile, determinata dalle coor- 
dinate Xj , può essere "fissata altresì dalle coordinate polari j, 0, 9, es- 
sendo 6 Tangolo che il raggio OM forma con la verticale Ox ; e 9 
l'angolo tra l'indicato primo verticale e quello passante per M, sicché 

siano 

Qj) X, = asen6cos9, «x^^ = asenOsen^, x^ = acos8. 

Questo caso, in cui esiste una .^funzione di i^orza C7 = — gx z= 
— aj^ cos 0, la ooassa :if» .del mobik presa per unità, t stato trattato ^in 
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parte nel § 285 per applicazione dell'equazioni di Lagrange relative al 
movimento lìbero, le quali anche nel presente caso mantengono le stesse 
forme; quindi per la (/") e per la (d) del citato §, posto :;^= acosO, 
ossia sostituita tì alla coordinata x^ , ed attesoché si lascia implicito il se- 
gno precedente al radicale, vengono Tespressioni 

adx. 



dt = 



V2g(ia^-O(h-0-C^' 



, aCdx. 

'^ ~ (a' - ?*) |/2^(fl'-O(*-0-c* ■ 

Si osserva intanto che il polinomio sotto il radicale, che dinotiamo 
tj/(:(), ha le sue tre radici reali; infatti, per essere il radicale reale bi- 
sogna che if (jO sia positivo, or essendo x^ il valore iniziale di :^, poiché 

per esso è -tt reale, il polinomio ^(^fj dev'essere positivo, questo è 

altresì positivo per ;^ = 00 , mentre per ;( = i: ^ si riduce a — C* ; 
dunque risulta che ^(z) ha una radice reale tra — d ^ toy altra tra 
:(^ e -j- fl, una terza irz, -^ a t -^ 00 . 
Scritto lo stesso polinomio come segue 



^(^'-H'-«*^+«**-f^), 



e dinotate a,, a,, a^ le tre radici reali, che ottengonsi eguagliando a 
zero il polinomio moltiplicatore di 2^, cioè le radici dell'equazione 

che supponiamo altresì classificate in ordine di grandezza crescente, tal' 
menteché siano a^ < a^ <; a^ , si ha 

+ (0 = 2f u — a,)(«a - ^(«3 - 0; 

introdotta una nuova ausiliaria C> talché 

ih) ^ = «. - («. - «,)?', 

risultano 

KO = K - «.y^'.2K«,- «.)(! - ?')(! - ^'^% 

essendo k^ quantità positiva, minore dell'unità, data per la formola 



(0 



a — a 

OC OC 



F. Calmabra. — JM«Maii»<«, voi. U. 19 
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2 > 



poniamo inoltre le ausiliarie 

mediante le quali risulta 
ed infine sieno poste 



2a 



Con tutte queste trasformazioni per le surriferite espressioni di 
di, d<f vengono 

l'ultima delle quali può scomporsi come segue 

Cn,dK 



(/)) 1*^9 = 






Integrate le stesse tra i limiti o e ( del tempo, ai quali corrispon- 
dono X.O ^ ^ P^r ^ ^ presa quale variabile indipendente, g ^^, ^ per 
Tausiliaria C> dinotato 9^ il valore di 9 all'inizio del movimento, si ot- 
tengono 

(j) •kt= / . ^^ 

_^ /* dK 

il problema è cosi ridotto al calcolo di questi integrali ellittici per la 
determinazione di / e 9, e quanto a si ottiene per l'equazione 

(s) cose = -i- = i^-?^i^li^C^ 
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Infine, poiché daUe (h) risulta ds' = a\dò' + sen^ed^'), si ha 

ed in forza delle (d), (e) del § 285 risulta, come pure dal § 46, 
(/) v^ = 2g(h — a cos ^) = 2g(h — 0, 

per la quale equazione si determina la velocità corrispondente ad ogni 
valore di :(. 

293. Intanto, senza effettuare il calcolo degl'integrali (9), (r), rie- 
sce facile rilevare che la trajettoria del mobile è, in generale, una curva 
sinuosa compresa tra due paralleli orizzontali determinati dai valori e- 
stremi di :(, che corrispondono alle due radici sopraindicate a^, a^ del- 
l'equazione (i), una delle quali almeno dev'essere negativa; infatti, la 
^omma dei prodotti binari delle tre radici di quella equazione è eguale 
a — a* , si ha perciò 

(*i + «a)«3 = -(^* + «.«.)> 
ora, essendo a^, a, comprese tra — a e -f-a, risulta ^^+«,«2 positiva, 
e poiché a compresa tra -f- ^ ^ + ^ ^ altresì positiva, ne segue che 
OL -\-oi è negativa, laonde una almeno delle due parti di questa somma 

dev'essere negativa. 

dz 
I punti più alti e più bassi della trajettoria corrispondono a -j- = o , 

la trajettoria quindi in essi punti A^^ A^, ..., 5^, B^y ... (fig. 92) 
è tangente ai predetti due paralleli; il mobile dalla posizione iniziale 
percorre la branca discendente sino a toccare il parallelo inferiore, e poi 
ascende sino a raggiungere il parallelo superiore, cosi prosegue il cam- 

mmo sinuoso, e nei cennati punti limiti in senso verticale sarà -—■== o, 

senzachè sia nulla la derivata -5^ ; considerati i cerchi meridiani pas- 

at 

santi per codesti punti limiti, o di convessità della trajettoria, si rico- 
nosce facilmente che le due branche separate da ciascun meridiano sono 
sinmietriche rispetto allo stesso, e che il mobile impiega eguali tempi a 
percorrerle. 

Quando la velocità miziale v^ è tangente al meridiano passante per 
tale posizione del mobile, questo non uscirà da quel meridiano, entro 
il quale oscillerà, cioè sarà il caso del pendolo semplice circolare con- 
templato nel § 47. 
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Allorché poi la t/^ è tangente al parallelo orizzontale passante per 
quella posizione del mobile, questo percorrerà con moto uniforme il 
detto parallelo, giacché essendo :^ cosunte uguale a :^, anche e v 
rimangono costanti, eguali rispettivamente a 0^, i;^, la derivata 6'= o, 
per la (e) dd § 285 si ha C = a senft^t;^, quindi 

df _ v^ _ _ vj 

di asenft^' * *• asenS^* 

ed é questo il caso del pendolo semplice conico. 

IL — Movimento di un punto sopra una linea senza attrito. 

294. Sia il mobile M obbligato a scorrere senza attrito lungo una 
linea C, che per maggiore generalità supponiamo variabile di posizione» 
o di forma, ovvero di forma e posizione, e le cui equazioni, relativa- 
mente ad una tema di assi ortogonali fissi Ox^, sieno 

ciascuna delle quali rappresenta una superficie nelle condizioni della (i) 
del § 288, sicché la linea C risulta dall'intersezione delle due superficie 
variabili 5,, 5,, determinate ad ogni istante da queste equazioni (i). 

Siccome in una durata infinitamente piccola dt le superficie pos- 
sonsi riguardare come invariabili, così nel differenziare le date equazioni 
si riterrà t quale costante, e pertanto, dinotati P,,., p^j i coseni degli an- 
goli, che le normali MN^y MN^ alle dette superficie nel punto M di 
coordinate x^, formano rispettivamente con gli assi coordinari, analoga- 
mente alle (2) del § 288 si hanno 

(2) 



6 =-L éL 



^■=±i/^(iy- 



le derivate -/^ , -/^ ottenendosi dalle (i) col considerare / quale co- 
dXi dX; ^ "^ ^ 

stante. 

ÀUorché la &nea sia invariabile, e tali perciò le superficie S^, 5^, 
il tempo t non entra nell'equazioni della medesima, avendosi doé sem- 
plicemente 

e le (2) coesistono egualmente. 
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Il mobile M sollecitato da una forza F, che può essere altresì la 
rbultante di più forze agenti sullo stesso punto, esercita sulla linea C 
una certa pressione P normalmente ad essa linea, e viceversa questa 
esercita sul mobile una reazione N eguale ed opposta a P, la quale è 
la risultante delle reazioni iV, , N^ che le due indicate superficie 5, , 5^ 
contemporaneamente esercitano sul mobile nelle direzioni delle rispettive 
normali MN^, ^^^29 talché il pimto M si può riguardare come in 
movimento libero, sotto le azioni cumulative della forza F, le cui com- 
ponenti secondo gli assi sono X.(i =1, 2, 3), e delle predette N,, N^, 
le componenti delle quali sono rispettivamente N, P,^, -^aPai» ^^ conse- 
guenza, per l'equazione (9) del § 276 applicata al presente caso si ha 

Questa equazione si scinde nelle tre 

(5) '"7F-^'+ A:'d3^+A:-31^ 0=1.2.3). 

aDe quali, e secondo i casi della data linea C, si dovranno associare le 
(i), o le (5), onde avere un sistema di cinque equazioni per determi- 
nare le coordinate x. della posizione del mobile a ciascun istante, e le 
reazioni N,, H^ sopraindicate, che composte forniranno la reazione ìi 
della linea. 

L*eliminazione dei rapporti N, : A^ , ìì^\ \ fra le tre equazioni (5) 
conduce alla seguente, espressa in determinante rappresentato dalla prima 
diagonale, 

w ["•^-^.- 'à- ^]=<-' 

e dalla stessa, allorché la linea C sia invariabile, aggiungendo alla pri- 
ma orizzontale del determinante, moltiplicata per dx^, le due seguenti 
moltiplicate rispettivamente per dx^, dx^y e stantechè dall'equazioni (3) 
derivano, il sommatorio esteso ad i = i, a, 5, 

SÌ ricava Tunica equazione bisognevole 

(7) d.'^^xxM 

costituente il teorema delle forze vive ; ciò che altronde è evidente, dap- 
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poiché la reazione N della linea essendo normale alla stessa^ il suo la- 
voro è nullo. 

Integrando Tultima equazione tra i limiti t^ e t del tempo, ai quali 
corrispondono ^^ ed 5 per gli archi percorsi sulla trajettoria^ rispetto ad 
un punto fisso / di riferimento della stessa, si ha 

(8) i^-n^=£zx.dx„ 

donde pure si consegue che se ninna forza sollecita il mobile, o che la 
forza si mantenga costantemente normale alla linea, sicché il suo lavoro 
sia nullo, la velocità sarà costante, cioè v = v^, ed il mobile percorrerà 
la data linea C con moto uniforme; se poi esiste una funzione di forza 
C7=(p(x,, x^, X3), per la (8) si ha 

(9) mv^ = 2(U+h), 

essendo b la costante delle forze vive, ossia b = — - — 9 (jc^, , x^^ , x^^), 

2 



295. Nell'equazioni (5), a luogo delle reazioni iV, , N,, si può in- 
trodurre direttamente la reazione N della linea C, quindi dinotati x^ i 
coseni degli angoli tra la sua direzione e gli assi coordinati, per dette 
equazioni si hanno 

(io) m -j|i- = X. + Nx, 0=1, 2, 5), 

alle quali, per una data linea invariabile è sempre sostituibile la (8), o 
la (9) nel caso d'esistenza della funzione di forza. 

Per farne un'applicazione supponiamo che la linea C risulti dall'in- 
tersezione di un cilindro parabolico con un cono, le cui equazioni siano 

(*) 2ax^—x] = o, i6x,x, — 9x^ = 0, 

e sollecitato da una forza avente per componenti ortogonali 

all'inizio il mobile partendo dall'origine sia spinto verso le x positive 
con una velocità v^=ak. 

Presa la massa m del mobile per unità, coi dati assegnati dalla (8) 
si consegue 
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e riducendo con le seguenti espressioni dedotte dalle (b) 

risulta 

donde si rileva che il movimento avviene sempre nello stesso verso e 
con velocità crescente. 

Con le stesse (d) si ottiene l'espressione 

ds:= — ■ — -dx^y 

a ^ 

il cui confronto con la (e) conduce alle seguenti 

e differenziando due volte di seguito le medesime (d) e l'ultima (/^, con- 
siderate le Xf quali funzioni del tempo, si ottengono 

d*x k* 

Introdotte queste espressioni e le (e) nell^equazioni (io), si conse- 
guono per le componenti della reazione N 

{ y2ax^ 

dalla cui ricomposizione risulta 

e con questa espressione dalle precedenti (^) si ricavano i coseni x.. 

296. Per applicare Tequazioni intrinseche (i) del § 272 al movi- 
mento di un punto sopra una data linea C, poiché la reazione N è 
normale alla tangente M T della trajettoria, si osserva che rimanendo 
invariata la prima, le altre due richiedono di aggiungersi nei primi mem- 
bri le componenti N^, N^ della detta reazione secondo la normale 
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principale e la binormale, sicché si hanno per le tre equazioni del mo- 
vimento 

Per un esempio si consideri il movimento di un punto pesante 
ritenuto da una curva orizzontale, e sollecitato da una forza F, tan- 
genziale; in questo caso F^ = o, il peso del mobile è mg 'm senso 
verticale, e dinotato a l'angolo che la reazione N forma con la verticale 
riguardata dal basso in alto, poiché in tale verso é la anormale, dalla 
seconda e terza dell'equazioni (ii) si ricavano 

N^ = N sen ol = m — , N^ = — Fj , ossia ATcos oi = mgy 

r 

e da queste si deducono 

È questo il caso della corsa nei circhi equestri, e delle svoltate nelle 
ferrovie; Tangob a, determinato colla prima (i), dà l'inclinazione verso 
rinterno della pista, che deve tenere il cavallerizzo ritto sul dorso del 
cavallo, onde non esserne sbalzato; ed altresì l'angolo che trasversal- 
mente deve darsi al piano delle rotaje in una svolta, per evitare lo svia- 
mento del treno. 

297. EdUAZIONE DI LaGRANGE PEL MOVIMENTO DI UN PUNTO SU DI 

UNA LINEA. — Quando la data linea C é variabile col tempo, le reazioni 
iVj , N^ nell'equazioni (5) del § 294 non possono eliminarsi, quindi non 
ha luogo l'equazione (8) delle forze vive, giacché la differenziazione 

dell'equazioni (i), oltre dei termini come nelle (a) dà gli altri -^àt^ 

-jfàiy che devonsi a quelli rispettivamente aggiungere; ma invece si 
ha un'equazione dovuta a Lagrange, che include la semiforza viva 

(12) r = — = -X(^^j, 

e spoglia dalle cennate reazioni, dal medesimo ottenuta con abili tra- 
sformazioni che andiamo a sviluppare. 

Sia ^ un parametro variabile col tempo /, il quale sulla data linea 
la posizione del mobile ad (^^istante^ e siano le coordinate 
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Xi della stessa posizione M l^ate a ^ e ^ per date funzioni 

(13) ^i = ?i(?> (1 = 1,2,3), 

dalle qualij designate x|, q' le derivate ài x.y q rispetto a I, si trae 

Moltiplichiamo le sudette (5), particolarizzate ad i == i, 2, 5, rispettiva- 

mente per -r-', -r^, -r^, e sommiamole, ne risultano 
^ dq dq dq 

il sommatorio 2! esteso ad i = i, 2, 3 ; giacché, le somme 

J;c, • d? ' ^ dx, "77 ' 

esprimenti a meno di un fattore i coseni degli angoli che l'elemento 
dq forma con le normali MN^, MN^ in M alle due superficie 5^ , 5,, 
sono nulle stantechè questo elemento dq è perpendicolare ad entrambe 
le dette normali. 

Intanto dalla (14), considerate le x'. quali funzioni delle q, q\ i, 
si deducono 

^^^^ dq' ~ dq ' dq ~ dq' ^ '^dqdt~ di\dq /' 

stantechè -pi- dipende da / direttamente, e per intermedio di j, in con- 
seguenza di queste relazioni il primo membro della (15) va trasformato in 

quindi, atteso l'espressione 

avendosi 

JT ^- , dx'. dT ^- , dxj 

ay -^- * dq dq ^^ * dq 

risulta per la detta (15) l'equazione di Lagrange 
, X d /dT\ dT 

(^7) 7t[-dY)~Tf=^' 

Per la formazione di questa equazione, mediante Tespressioni delle 

F. CiLSARBaA. — MettsMte; voi. II. M 
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a:|. fornite dalla (14) con i = i, 2, 3, sostituendole nella (12), si avrà 
T in funzione di j, q\ t, e dalla stessa si dedurranno le derivate co- 
stituenti il primo membro di essa equazione (17); quanto poi alla de- 
terminazione del secondo membro Q si osserva che, dato al mobile Af 
uno spostamento arbitrario facendo variare q^ però rimanendo costante 
ty ciò che corrisponde a supporre che in un elemento di tempo infini- 
tamente piccolo, lasciando invariata la linea C, si faccia spostare il mo- 
bile M di una quantità S y, poiché la reazione N rimane anch'essa nor- 
male a tale spostamento, si ha pel lavoro virtuale della F, con riguardo 
alle (13), 

pertanto Q è \\ coefficiente di iq nell'espressione dell'anzidetto lavoro 
virtuale. Se poi esiste una funzione di forza C/(x,, x^, jc^), talmente- 

chè si hanno 

V dU 

^i—~J^ 0=1,2,3), 

poiché per la sostimzione delle (13) la U diventa funzione Jà q e i, 
con le precedenti considerazioni si ha 

dU ^ dU dx. ^ d(f. 

qumdi 

dU 

dq 
Allorché la linea C è invariabile, e perciò nelle (13) il tempo i 
non entra esplicitamente, cioè si hanno semplicemente 

(18) x, = ffXq) (1=1.2,3), 

il parametro ^ e le x. tuttavia variando col tempo, l'equazione di La- 
grange manterrà sempre la medesima forma (17); infatti, nel § 294 
fu osservato che in questo caso sussiste l'equazione delle forze vive, 
quindi la (7) 

dalle (18) derivano 

ed in conseguenza si hanno 



GAP. n. — MOVIMBKTO DI UN PtlNTO VINCOLATO. 



155 



da quest'ultima equazione, manifestante essere T funzione omogenea di 
secondo grado in q', si deduce 



di seguito 



dq 



7=2T, 



, d / dT\ , dT da' dT dT , ^ , 

e poiché T dipende da ( per l'intermedio delle q, q'y viene 

dt ~ dq ^'^ dq' di ' 
risulta dunque per la precedente equazione 



, d (dT\ dT , ^ , 



che spogliata del fattore j^' è la stessa equazione di Lagrange 

di 



(19) 



\dq') dq "• 



fict- 33 



298. Per un'applicazione delle (13) e susseguenti, consideriamo il 
movimento di un punto pesante M in un piano verticale, che sia co- 
stretto a percorrere un cerchio di raggio r, anch'esso in movimento te- 
nendosi in contatto con altro 
cerchio fisso dì raggio r, , il mo- 
vimento dì rotolamento essendo 
uniforme, sicché il raggio r, al 
punto dì contatto ruoti con ve- 
locità angolare o) costante. Sup- 
poniamo, come nella fig. 95, che 
il contatto dei due cerchi sia e- 
steriore, potendosi facilmente in- 
cludere l'altro caso, cangiando in 
ciò che segue il segno al raggio 
r; prendiamo per orìgine delle 
coordinate il centro dei cerchio 
fisso, e per piano x^Ox^ il ver* 
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ticale nel quale avviene il movimento, Tasse Ox^ sull'orizzontale, ed, 
Ox^ sulla verticale dal basso in alto; per inizio del movimento assu- 
miamo la posizione del punto di contatto A^ sull'asse Ox^ dal lato po- 
sitivo, sul quale si troverà parimenti il centro Q del cerchio mobile, ed 
essendo M^ la posizione iniziale del punto pesante, dinotato 0^ Tangolo 
che il raggio Q Af^ forma con Q prolungato, posto altresì R=zr^-^ry 
in tale posizione le coordinate del punto mobile sono 

^01 = -R + ''cose^, x^^ = rsene^. 

Alla fine del tempo t il punto di contatto abbia preso la posizione 
^, e il raggio A avrà descritto l'angolo x^OA =iiùt, sia M la po- 
sizione del mobile, e 9 l'angolo che C M forma con C prolungato, per 
le coordinate di tale posizione si hanno, prendendo 6 pel parametro so- 
praindicato 9, 

m i x, = (p,(0, = i?cosa)<-|-rcos(9 + o)0, 

^ ^ \ x^ = (p,(9, i) = RsQntùi-^r sea (0 -f- <at); 

donde derivano 

x[ = — RtùSQTìiùi — r(jì' + 0)) seu (0 -f w ^) , 

n\ 1 X^ = R(ù COS 0) / -|~ '^ (^' 4" ^^) cos (8 -f" ^ > 

T = — [ij^co* -I- r\^' -f- iùY + 2i?ra>(e' + a>)cose], 

2 



e di seguito 

-r-g- = — mRnù(^' -f- w>)senO, 

-j-gj- = ;«r*(6' + ^) + fnRr(ù cos6, 

^'^'^ d7Ì'5FJ~"7F = '"'' -jp- + fni?ra) sene; 

la forza motrice f = — w^ essendo in senso verticale, le X,, X^ sono 
nulle, ed X, = — w^, viene pertanto 

Q = X,-^ = - mrgcos (6 + caO; 

con questa espressione e la (ni) per l'equazione (17) si consegue 

(fi) r-jn- + itci)'s€nO + g^cos(9 -j- o)/) = o. 



CAPITOLO TERZO. 

MOVIMENTI SPECIALI, 



L — Moto di un punto seguente la linea d'equilibrio 
di un filo flessibile ed inestensibile *)• 

299. Supponiamo che un punto materiale M di massa = i per- 
corra una linea poligonale M^M^M^M^ . . . , onde avvenga tale movi- 
mento occorre che ima forza sollecitante il mobile agisca dapprima nella 
direzione M^M, , e che quando il punto è arrivato in M^ cangi bru- 
scamente di direzione^ ossia che in M, altra forza venga a combinarsi 
colla preesistente, in modo che sotto l'azione delle due forze il mobile 
descriva il lato M^M^y ed è evidente che questa nuova forza F^ deve 
essere istantanea, affinchè il punto M possa continuare a muoversi nella 
direzione M^M^; è pure chiaro che si può fare astrazione della forza 
che agisce lungo M^M^, se si suppone conosciuta la velocità v^ del mo- 
bile diretta secondo quel lato. Arrivato il punto in M^ , bisogna che al- 
tra forza istantanea F^ agisca sullo stesso, in guisa che combinata con 
la velocità v^ acquistata nella direzione M^M^, possa percorrere il lato 
M^M^; e cosi di seguito. 

Adunque, parchi un punto materiale mobile percorra la linea poligo* 
naleM^M^M^M^ ... , t necessario e sufficiente che ai vertici M^M^M^... 



*) Conf. su questo assunto due pregevoli note del prof. D. Padellbtti (Gior, 
di mat di Battaguni, voL 14^, 1876, e Gior. della Società di sdenie fiaturali ed e- 
cononùche di Palenno, 1879), ^ del prof. G. Pennacchietti, note i* e 2* sulle curve 
funicolari nei Rendiconti del Gire* mat di Paknno, tomo 6^, 1892. 
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agiscano for:^t isianianu F^F^F^ ... , e che il punto stesso possieda una 
velocità iniziale diretta secondo il primo lato M^ Af, . 

E si può sulnto dedurre che la velocità lungo un laU> del poligono 
t costante. 

Alle forze istantanee F^F^F^ ... y poiché la massa del mobile è 
presa per uniti, si possono sostituire le corrispondenti velocità, quindi 
ognuna di esse si compone con la velociti preesbtente del punto Af con 
la regola del parallelogrammo; è dunque facile, dati il polìgono e le 
velociti lungo tutti i lati, determinare il sistema delle forze istantanee, 
che producono quelle velociti. 

Il problema inverso, di tracciare il poligono e determinare le ve- 
lociti lungo ogni lato, quando sono date le forze istantanee e la velo- 
citi iniziale, in grandezza e direzione, non è sempre possibile; nei casi 
in cui è possibile, si risolve con eguale faciliti. 

Se v^,, v^ sono le velociti del mobile lungo i lati M^^M^^ 
M^M^^^f e 9,, 9^ le forze ad esse corrispondenti, F, la forza istanta- 
nea che agisce in Af^, questa e le due — 9,, 9^ evidentemente si fa- 
ranno equilibrio; i due lati M^^Af,, Af^Af^^, dunque si possono con- 
siderare come facenti parte di un poligono funicolare, al cui vertice Af^ 
sieno applicate la forza F^ e le due tensioni T^^^,, ^«,11+1 equivalenti 
alle anzidette forze — 9,, 9,; ne risultano pertanto i teoremi fonda- 
mentali che seguono: 

I. — Se un punto mobile sotto Variane di una velocità ini^^iale v^ , e 
di un numero finito di for:^e istantanee F^F^F^ . . . , percorre una linea 
poligonale, questa è contemporaneamente il poligotu) funicolare corrispondente 
alle for^e F^F^Fj . . . , prese in direzione contraria a quella che prima 
avevano, e ad una tensione T^^ eguale a v^. 

n. — Reciprocamente, un filo flessibile ed inestensibilcy nei cui punti 
M^M^M^ ... agiscono le forze F^F^F^ ,.. , e la tensione T^ lungo 
M^M^y si dispone in equilibrio secondo una linea poligonale^ che è la stessa 
quale verrebbe percorsa da un punto mobile, se fosse lanciato lungo M^ Af ^ 
con una velocità iniziale v^ eguale a T^^, e sollecitato nei punti M^M^M^... 
da forze istantanee eguali rispettivamente alle F^F^F^ . . . , ma di dire- 
zione contraria. 

300. Supposto che i punti Af^ Af , Af , Af ^ . • . divengano infinitamente 
vicini, il poligono si cangia in curva funicolare, e la trajettoria descritta 
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da un punto mobile sotto l'azione dello stesso sistema di forze, prese 
con segno opposto, diventa anche curvilinea; questa trajettorìa non è 
più identica colla funicolare, come nel caso delle forze discontinue, però 
fra le due curve esiste un nesso assai semplice, che d proponiamo d'in- 
vestigare, pel quale la funicolare si confonde con la trajettoria del mo- 
bile mercè un determinato cangiamento nelle forze. 

Sia F la forza agente sopra un punto M della funicolare, riferita 
all'unità di massa, e dm l'elemento di massa del filo in prossimità ad 
M, talché in M si ha da considerare la forza infinitamente piccola Fd tn ; 
ora se questa, con segno- opposto, sia la forza sollecitante un punto 
mobile di massa = i , che seguendo la funicolare si trova in M al tempo 
ty siccome una forza infinitamente piccola non può produrre che acce- 
lerazioni infinitamente piccole, cosi riferendo tutti gli elementi e della 
funicolare e della trajettoria ad una terna di assi ortogonali, abbiamo 
per l'equazioni del movimento sulla funicolare 

(a) ^dt = -X,dm, 

X. essendo le componenti della forza F secondo i predetti tre assi, ed 
x. le coordinate del mobile all'istante t, 

SÌ3L ds l'elemento della trajettoria, ossia del filo percorso dal mo- 

d s 
bile nel tempo d /, quindi t; = -j- la velocità, e dinotata D la densità del- 
l'elemento del filo, si ha dm = Dds; con queste indicazioni l'equazioni 
(a) si presentano nella forma 

d*x 
(0 "JF = ~-^^^' 0=1,2,3), 

e per un filo omogeneo, ossia essendo D == i, si hanno semplicemente 

d^x 
(i') TF^"^^' (i=i, 2, 3); 

e poiché a v puossi sostituire la tensione T della funicolare nella posi- 
zione del mobile, si hanno altresì rispettivamente ai due casi. 

Da queste equazioni, al pari per le (i), s'inferisce che mentre sul 
punto della funicolare agisce la forza F, riferita all'unità di massa, a- 
vente X. per componenti secondo gli assi, sul mobile agisce una forza 
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F'y le cui componenti sono — DvX^i e dinotando a^, a', i coseni diret- 
tori di F, F' rispetto agli assi coordinati, talché X. = Fa., — JDvX. 
= F' a[. , risultano 

F = DvF, < = — «., 

cioè F' è parallela ed in senso opposto ad F; si possono quindi stabi- 
lire due altri teoremi fondamentali facenti seguito ai precedenti (Móbius, 
Lehrbuch der Statik, 1837): 

in. — Un filo flessibile ed inestensibile^ che è sottoposto in ogni suo 
punto alla forza F, riferita alVunità di massa, ha per figura d'equilibrio 
e per tensione T, la trajettoria e la velocità v di un punto materiale di 
massa = i sollecitato dalla forxa F' =^ DvF, colla stessa direi^ione ma 
in senso opposto della F (indicando D la densità del filo\ ed essendo, in 
ogni punto comune alle due curve, la tensione del filo e la velocità del ma- 
bile eguali in grandexzfl e direzione. 

IV. — Reciprocamente^ un punto materiale di massa = i, sollecitato 
dalla for%a F' ha per traiettoria e per velocità v la curva d'equilibrio e 
la tensione T di un filo flessibile ed inestensibile, che fosse sollecitato dalla 
forza F :=^ F' iDvy parallela ed in senso opposto ad F' (dinotata D la 
densità del filo), ed essendo in ogni punto comune alle due curve la ten- 
sione del filo e la velocità del mobile uguali in grande^j^a e direzione, 

301. Da questi teoremi si può immediatamente dedurre un gran 
numero di conseguenze (Memoria cit. del Padelletti), e ricavarne molte 
proprietà, delle quali ne riferiamo talune fra le più importanti: 

i** Ogni proprietà, e quindi ogni formola, che dipende dalla dire- 
zione delle forze, dalla velocità, e dagli elementi della curva, vale tanto 
per la trajettoria che per la funicolare corrispondente, sostituendo alla 
velocità la tensione, e viceversa. 

2^ Da ogni formola relativa al movimento di un punto si deduce 
un'altra relativa alla funicolare, sostituendo alle fòrze F' le forze 
F = F' : Dt;, parallele ed in senso opposto, alla velocità v la tensione 
T, e al differenziale d t del tempo il differenziale dsiT. Reciprocamente 
da ogni formola relativa all'equiUbrio di un filo se ne deduce altra re- 
lativa alla trajettoria, sostituendo alle forze F le forze F' =^ DTF, pa- 
rallele ed in senso opposto, e surrogando alla tensione T la velocità t;, 
airelemento ds dell'arco il differenziale vdt. 

Questo teorema devesi intendere con certa limitazione (confr. la 
citau Memoria del Padf.tj.etti). 
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f Come risuka direttamente dalle (a), la funicolare e la traiet- 
toria sono di eguale natura, tutte le volte che dm: dì è costante, cioò 
quando la massa dell'elemento del filo è proporzionale al tempo impie- 
gato dal punto mobile a percorrerlo. 

4^ Se per la funicolare esiste ima funzione di forza (/, ossia che 

^X^dx^ sia la diSFerenziale totale di una certa funzione C/(x,, x^, x^ 
delle coordinate del punto su cm agisce la forza F (§ ^$^\ per la ten- 
sione r a quel punto si ha T = K — 17, (9) del citato §, ed essendo 
K una costante; le forze che farebbero percorrere al mobile la funico* 
lare, come trajettoria di moto libero, ammettono pure una funzione di 

forza, il cui valore è 

(3) U' = ^W-KU. 

Infatti, nel presente caso, e supposto il filo omogeneo, l'equazioni 
(2) si scrivono 

cioè a dire si hanno 

dò che dimostra l'enunciato. 

Viceversa, se il moto libero del punto ammette una funzione U' 

d IV 

di forza, talché ^ — =^ -XJ , si ha v» = 2 17' + ft , essendo b una co 
stante, e le forze X. agenti sulla funicolare sono 

donde risulta che le forze della corrispondente curva funicolare ammet- 
tono una funzione di forza, che è la stessa velocità del moto libero. 

5** Sono correlative le due seguenti proprietà: 

a) Se un filo è obbligato a giacere sopra una superficie non sotto- 
posto ad alcuna forza, o che le forze agenti sullo stesso si riducono a 
forze normali alk superficie, il filo si dispone secondo una geodetica, 
e la tensione in ogni punto della funicolare è costante. 

F) Se un punto mobile è obbligato a rimanere su di una superfi- 
cie, non sollecitato da alcuna forza, o che le forze agenti sullo stesso 
si riducono a forze normali alla superficie, il punto percorre una geo- 
detica, e la velocità in ogni punto della traiettoria è costante. 

F. CALOyUtSmA. — MfMMliM, TOl. U. ai 
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Le due curve si confondono in unica, se le condizioni iniziali sono 
comuni, cioè se abbiano la prima estremità comune, ed ivi la tendone 
e la velocità siano eguali in grandezza e direzione; infatti l'equazioni 
in fine del § 2^4 relative all'equilibrio del filo sono di forme identiche 
alle (8) del § 289 rispetto al movimento del punto. 

302. Dimostrato (§ 254) che la tensione T in ogni punto di una 
curva funicolare è diretta secondo la tangente alla curva, l'equazioni 
generali d'equilibrio del filo sono le (5) del citato §, ossia prendendo 
l'arco s per k variabile indipendente si hanno 



L(r^) + A:, = o. 



d /^dx: 

1 
ovvero 



e l'equazioni del moto di un punto libero (§ 274) sono 

^'-^F-" dsyTr)-" dsy^rj' 

ed altresì nelle forme 

rendendosi manifesto, moltiplicate le (5) per T, che la funicolare è tra- 
jettoria libera di un punto, quando si pone k condizione che k velo- 
cità V del mobile debba essere eguale in ogni punto alk tensione del 
filo, e che k forza motrice abbk per componenti secondo gli assi 

X\=- TX, = -vX,, 

cioè a dire che sk F' parallek alla forza F agente sul filo, diretta in 
senso opposto, ed eguale al prodotto delk stessa per k tensione. 

Se fosse data invece k trajettork, che un punto descrive libera- 
mente sotto l'azione delk forza F', e si volesse cercare per quale forza 
F questa curva sarebbe funicokre, colk condizione che k tensione del 
filo sk in ogni punto eguale alk velocità v del mobile, otterremmo a- 

nalogamente 

X, = -X[:v = — X[: T, 

cioè k forza F dev'essere parallek ad F', diretta in senso contrario, ed 
eguale ai quoziente di F' per k velocità v del punto in movimento. 
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A rilevare più spiccatamente il nesso tra la trajettoria e la funico- 
lare, si osserva che dalle (6) particolarizzate ad t = i, 2, 3 deduconsi 
le tre seguenti eguaglianze di rapporti, cioè la prima 

e le altre due da questa deducibili con le sostituzioni circolari successive 
nel gruppo (123) degl'indici; eliminando poi tra le anzidette il fattore 

v-j—, vengono altre tre eguaglianze, la prima 

e le altre deducibili da questa con le stesse sostituzioni negl'indici ; e se 
dalle predette derivanti dalle (6) si elimina t;% risultano una prima e- 
guaglianza 

(9) „^=(x:^-x;^V(4^-^-4^-^ì. 

^^^ ds \ ' ds^ ^ ds^ / \às ds* ds ds^ J ' 

ed altre due che sono pure conseguibili da questa mercè le indicate so- 
stituzioni negl'indici; infine, dividendo le precedenti eguaglianze per le 
tre ultime, si ottengono le seguenti, una cioè 

ed altre due, che si ricavano altresì da questa con le predette sostitu- 
zione negl'indici; il valore comune degli ultimi tre rappord è esprimi- 
bile anche per la formola — p F^ : f J , essendo F\ , FI le componenti 
tangenziale e normale della forza F\ e p il raggio di curvatura della 
trajettoria alla posizione del mobile. 

L'equazioni di ciascun gruppo (8), (9), (io) sono relative alla 
trajettoria del moto libero, e com'è palese, appartengono nelle medesi- 
me forme alla curva d'equilibrio di un filo flessibile ed inestensibile sotto 
l'azione delle forze X^; infatti, per dedurre queste dalle surriferite si 
dovrebbe sostituire alle XJ le — TX-, e T a v, ora fatte tali sostitu- 
zioni, e soppresso il fattore comune — T, l'equazioni rimangono inva- 
riate, contenenti però le X. , e soltanto cangia in ciascun gruppo il va- 
bre comune dei tre rapporti, che rispettivamente alle (8), (9), (io), nel 
caso della funicolare diventa 

-r, -dTids, -TdsidT. 
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503. Allorché il filo è avvolto ad una data superficie fissa senza 
t^ittrìto^ la cui equazione è 

/(x,, x„ x,) = o, 

dinotata N la reazione della stessa, e ^. ì coseni degli angoli tra la sua 
direzione e gli assi coordinati, per Tequazioni della funicolare e per quelle 
deUa traiettoria si hanno rispettivamente le (j), (6), aggiungendo alle 
componenti X,., X[ le JVfì., parimenti nelle (8), (9), (io), e con tale 
modificazione esse appartengono egualmente alla funicolare ed alla tra- 
iettoria del mobile sulla menzionata superficie. Nello stesso caso, se le 
X[ , e conseguentemente le X. , o viceversa, sono nulle, cioè che non si 
ha alcima forza agente sul mobile e sul filo, l'equazioni del movimento, 
attesoché v è costante, si riducono alle 

NP. = -'^ > 

e poiché 1 coseni direttori p. sono proporzionali alle derivate -r^ dell'e- 
quazione della superficie, risultano le seguenti eguaglianze di rapporti, 
i:he hanno luogo egualmente per la funicolare, 

^"^^ ds' ' dx~ ds' • dx^~ ds' * dx^ ' 

affermanti essere la curva una geodetica della data superficie, conforme 
al teorema 5° del § 301. 

IL — Movimento tautocrono. 

304. Nel § 47 fu rilevato che, per piccole oscillazioni, il pendolo 
semplice circolare segue un movimento indipendente dall'amplitudine, 
sicché il tempo che impiega discendendo per arrivare al punto più basso 
é lo stesso qualunque fosse la posizione iniziale, ossia il movimento è 
tautocrono. Gò ha luogo egualmente pel pendolo semplice cicloidale, 
però qualunque sia l'amplitudine dell'oscillazione, talché la cicloide è 
curva tautocrona (§ 48); essa inoltre fra tutte le curve passanti per 
due punti dati in un piano verticale, non situati sulla medesima verti- 
cale, è quella hingo la quale im punto mobile arriva al punto più basso 
tid medesimo tempo, qualunque fosse quello dì partenza; la cicbide 
perciò é la sola curva uutocrona fira i due punti dati, e ndle condi-^ 
zioni prestabilite, doé che sia posta in piano verticale con la base oriz- 
zontale, e percorsa da un punto pesante senza velocità iniziale ($ 49). 
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Però il moto tautocrono può essere divisato in senso più largo, 
cioè a dire o che sia data una linea ed in essa fissato un punto di tau- 
tocronismo, si debba determinare la forza sollecitante un punto materiale 
lungo quella linea, partendo senza velocità iniziale, in guisa che arrivi al 
punto fissato nello stesso tempo, qualunque sia quello di partenza; od 
inversamente, data una forza agente sopra un punto materiale, ed un 
punto fìsso, determinare la linea che il mobile debba percorrere per ar- 
rivare al punto designato nel medesimo tempo da qualsiasi posizione e- 
gli parta, senza velocità iniziale. Ordmariamcnte si ritiene il movimento 
a£Fatto libero, ma talvolta si ha riguardo anche alle resistenze passive. 

305. Data la linea, determinare la forza necessaria al tau- 
tocronismo. — Consideriamo il moto sotto il primo aspetto, cioè a dire: 
Un punto di massa m percorre liberamente una linea data C qualsiasi, 
e sia fissato in essa linea un punto 0, per riferimento delle posÌ2doni 
del mobile mediante le distamse contate sulla stessa trajettoria; dinotia- 
mo s l'arco che dà la posizione A al tempo ty ed s^ quello delk posi- 
zione iniziale A^ , ossia da quando si comincia a contare il tempo, dalla 
quale il mobile parte senza alcuna velocità, gli archi 5^, s sono contati 
positivamente da verso le posizioni A^, A; sh F^ h componente 
tangenziale della forza motrice F, la quale deve agire in contrasenso 
agli archi 5, s^y giacché si suppone che il mobile da A^ tende a rag- 
giungere 0, e sia v la velocità, nella stessa direzione di F,, di cui il 
mobile è dotato alla fine del tempo ^ sicché pella posizione A si hanno 

ora trattasi di determinare F, talmentechè il moto si renda tautocrono, 
essendo il punto di tautocronismo, ossia che il mobile arrivi in 
nello stesso tempo qualunque fosse la posizione iniziale A^^ e relativa- 
mente alla forza richiesta si ammettono due ipotesi: 

Prima. — Che sia dipendente unicamente daUa posizione del mobile^ 
quindi posto per brevità 

F,Ì5 = — <p(j). 



f' 



essendo (f(/) una funzione crescente con s che si annulla con 5 = 0, 
per la precedente equazione viene 



m 
T 



(7^) = ?(O-?(0; 
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dalla quale, dinotata T la durata che il mobile iinpi^;a da A^ ad arri- 
vare in O, osservando che ds e di sono di segno opposto, si trae 



(a) r = 



K 2 i. Mso) - ?(0 V "c/o V<f(.0 - ?0) 



-j/fr.^ 



e posto :(_ = (p(j), lo = T(0. ì = HO. si ha 

Affinchè il movimento sia tautocrono, bisogna e basca che T fosse 
indipendente da 5^, quindi da x^^ conseguentemente dev'essere nulla la 
derivata di T per rapporto a x^; intanto per evitare termini infiniti 
nell'espressione di essa derivata, bisogna rendere i limiti dell'int^ale 
indipendenti da ;^, a tale oggetto si ponga ^ = :(^ff, e si ha 

di seguito viene 

ovvero, rimettendo nel secondo membro la variabile :^ 

dK.0 V 2J0 ^K^Vlo—^ 

Questa espressione per essere nulla, qualunque fosse :(^, richiede 
che la funzione sottoposta all'integrazione sia identicamente nulla; giac- 
ché se fosse altrimenti, si potrebbe dare a tì^ cosi piccob valore tra i 
limiti dell'integrazione, sicché la detta funzione conservi costante segno, 
ed in conseguenza l'integrale non si annullerebbe, adunque la funzione ^ 
dev'essere tale, che sussista l'equazione 

^^'(0 + ^(0=0, 

donde viene 

e questa equazione integrata, dinotata C la costante, di 

con una seconda integrazione, designata C h relativa costante, si ot- 
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tiene 

Poiché con :(^=o si ha v|;(:(^)=io, giacché s = if(jOy e ;( si annul- 
lano ad un tempo, risulta C = o , quindi per l'ultima equazione viene 

indi 

ed infine 

risultato che si traduce nel seguente 

Teorema. — Affinchè il moto lungo una Unta qualsiasi diventi tau- 
tocrono, bisogna che la componente tangen^iiale della for^a motrice sia in 
ogni istante proporzionale all'arco che al mobile resta a percorrere. 

n tempo del percorso, come risulta dalla (a)y va espresso per la 
formola 

(3) r = ,cC|/^; 

e il movimento é armonico, ossia alternante (§ ii), giacché l'equa* 
adone (2), posto t* = -j~^a, dà 

d^s 

(4) j^ + k's = o. 

306. Il Prof. D. Padelletti (Giornale di Scienze naturali ed eco- 
nomiche di Palermo, voi. 14% 1879) ha esaminato se il movimento in 
considerazione subisca modificazioni ammettendo che il mobile, invece 
di partire dalla quiete, possieda una velocità iniziale, e ne ha inferito 
che la linea essendo uutocrona nell'ipotesi che il mobile parta dalla 
quiete, resta ancora tautocrona quando possiede una velocità iniziale v^ 
che sia proporzionale all'arco s^; ciò che del resto si può verificare fa- 
cilmente, osservando che, stante l'espressione (2) vi sia o no velocità 
iniziale, il movimento é armonico, ed integrata l'equazione (4) si ottiene 

(S") 

/= C'cos*<+ C'seakt, 
donde 

^ = V = — kC stnkt -]- kCcoskt; 
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SÌ determinano le costanti, ponendo <=:o, s = s^^ v = v^, e risultano 
C = s^j C" =. -p, quindi con riguardo ai segni di 5, l'o, si ottiene 

s =z s^coskt r-senkt, 

e pel tempo T ad arrivare in O 



T = -7- are. tan i— ^ , 
k v^ 

o 

espressione che è indipendente da s^ quando sia v^ proporzionale ad s^ . 

307. La seconda ipotesi intorno alla componente tangenziale F, della 
forza motrice, è che la medesima dipenda dalla posizione e dalla velo- 
cità del mobile, cioè che sia F, = /(5, v), quindi 

Fra le infinite forme da potersi assumere per la /, si consideri il 
caso speciale che fosse f = v^l — j , laonde la seconda (5), prendendo 
la massa m per unità, diventa 

essendo <p, come si vede, una funzione omogenea in 5 e z/, dalla quale 
equazione si ricava 



ds du 



s (f(u) — u ' 
di seguito 



,5 r du 



e quando l'integrazione del secondo membro si sappia eseguire, come 
p. es. se 9 (ti) = — k^ : u, essendo k una costante, si potrà esprìmere 
u in funzione del rapporto 5 : 5© = 5, si avrà cioè 



" = T=Ht)=*® = 



donde, attesoché v = dsidt^ viene 

e pel tempo T della corsa ad arrivare in 
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=L 



di 



5K0' 

la qualo espressione, essendo indipendente da s^^ dimostra essere il moto 
tautocrono. 

Nel caso particolare succennato di essere 9 (u) = — fc* : u, si ot- 
tiene per l'equazione (e) del movimento 

f.=j-^ =-»■'. 

si ritorna cioè al moto considerato nel § 305. 

308. Si supponga in secondo luogo che la funzione /(5, v) sia li- 
neare in v*, talmentechè la seconda (5) e per w = i prenda la forma 

py q essendo funzioni della s; integrata quest'equazione (Serret, Cale, 
integr., pag. 414-16), designata C la costante arbitraria, e poste per 
brevità 

(d) P(0=r-^«'", Q(s) = - f c''f''''**'qds, 

si Ottiene 

ovvero, poiché per 5 = 5^ il primo membro si annulla, quindi C = J2 (0> 

Da quest'ultima equazione, essendo v =- ds : dty risolvendola ri- 
spetto z dif indi integrando, si consegue 

VWià 



Jo VQis„)-Q(s) 



ovvero, poste Q(s) = i, j2(0 = ^» VPO)ds = ^'OÙ^Kj essendo x. 
la nuova variabile, si ha 

Jo VKo — l ' 

ed essendo questa della medesima forma (b) del § 305, bisogna per essere 

indipendente da ;(^ sia 4''(0^= ^> ^^^ ^ indicando una costante; 
eguaglianza che con le superiori indicazioni si commuta in 

VPO)Q(.ò=cQ'(.0' 

F. CALDAumA. •— MifumicM, voi. U. 9} 
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Scriviamola come segue 

pq=c'q:\ 

e dìflferenziando si deduce 

p'Q-\-pq: = 2C'q:q"', 

intanto dalle (d) derivano 

P'=-Pp, Q'=-Pq, Q"=-P'q-P^, 

e Tintroduzione di queste espressioni nella precedente equazione dà 



dq 1 



3 9 



che costituisce la condizione a dovere sussistere tra le /) e q^ affinchè 
con la forma ammessa per F^ il moto sia tautocrono ; ricavatone il va- 
lore di pf cioè 



_ A^J l 

~ q ds '^ C'q 



a - > 



e sostituito lo stesso nella (6), posto q = f(^s)y essendo f(s) una fun- 
zione arbitraria, viene l'espressione 



La medesima coincide colla formola data da Lagramge, sosdtuia 

X alla s, 

*x_/dxyf(x) . dx / I dx\ 

t^-\dt) fix)-^dt^\ax)di)' 
contenente due funzioni arbitrarie /, F della stessa variabile x; infatti, 
basta che quest'ultima sia moltiplicata per 2, e presa -j~ per variabile. 



d^x 
d 



Sì ponga 



p./ I dx \ I dx . I ^^ ^ dx 

^ V/OO dF; ~ 2 C7(x) 71 '^T^^^^ • IT ' 



la quale formola di Lagrange altronde, coire fu osservato da Bertrand, 
non ha tutta quella generalità che il sommo autore vi avea divisato *). 

309. Data la forza motrice, determinare la trajettoria tau- 
tocrona. — Poiché, dinotate X- le componenti della forza motrice se- 



*) Confr. due note dell'illustre Brioscui Degli Annali di Tortoliki, Roma, 
1852-53. 
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condo gli assi coordinati, si ha 

stabilita la forma della F^y come p. e. secondo la ipotesi fatta preceden- 
temente F, = — k^s, tutte le curve soddisfacenti all'equazione 

(8) ^x,^-\.k's = o 

saranno curve tautocrone, alla quale equazione va accoppiata la seguente 

e Tintegrazione delle stesse introduce due costanti arbitrarie, oltre alla k 
che con precedenza siasi scelta. 

Se esiste una funzione di forza [7 = ^ (x^ , x, , x ) , talmentechè 

l'equazione (8) s'integra immediatamente, e si ha 

Oo) ?(x,, x„ x;) = — ^+ e, 

essendo C la costante a doversi determinare dipendentemente dalle con- 
dizioni iniziali del moto. 

Cosi, p. e., se la forza motrice sia costante in grandezza e dire- 
zione, e secondo questa direzione si prende l'asse Ox^, contando le x^ 
in contrasenso alla forza motrice g, presa la massa del mobile per 
unità, si hanno X^ = X^ = o, X, = — g, 9 = — gx^ , quindi per la 
(io), essendo la costante C nulla, attesoché x, ed s si annullano ad un 
tempo, viene 

(i i) X, = — s\ 

^ ^ ' 2g ' 

che è l'equazione di una cicloide con la base perpendicolare alla dire- 
zione di gf la sommità al punto di tautocronismo, e rivolta nello stesso 
senso di ^ (§ 49). 

Nelle condizioni precedenti, e che per origine delle coordinate non 
si prenda il punto di tautocronismo, ma un punto / sullo stesso asse 
Ox, distante j!? da 0, se la forza motrice sia variabile in grandezza se- 
condo la ìf^ potenza della x,, cioè si abbia 
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l'equazione (io) dà 

l^x, - ^ C, 

e poiché ad 5 = o corrisponde x^ = h, C = — j* b*'*'\ risulta 

(12) ^=if^(;cr •-*"*•), 

equazione appartenente ad una infiniti di tautocrone, ciascuna avente 
due rami simetricamente posti rispetto all'asse delle x^ a partire da 0. 

a) Per esempio, con n := o, fe = o, (a = ^, si è nel caso pre- 
cedente. 

La 

b) Posto « = I , p. = — , si ha 5 = yx\ — h\ e poiché 

si ricava 

dx, _ dx, _ d(x^ + Vx',—b') . 

h Yx] — h*~ *, + f^*Ì — /»' ' 
integrando viene 



e moltiplicati ambedue i membri di quest'ultima equazione per 

_^ 

(x, — )/x\ — h') e * > 



dietro riduzione si ottiene 



«a 



X. — |/xj — fc*=ib« * 



dalla somma di questa con la stessa precedente risulta 

03) x,=±-(e''+e-''), 

che è l'equazione della catenaria ; la quale perciò gode la proprietà d'es- 
sere curva tautocrona rispetto al suo vertice, per una forza proporzio- 
nale alle ordinatej ed in direzione contraria alle stesse. 

I Q a 

c) Per un'altra applicazione, supponiamo n= — , ^li, = -^k^a^ , 

essendo a una costante, e sia ^ =: o, ritornando cosi al punto di tau- 
tocronismo per l'origine delle coordinate, dalla (12) viene 

di seguito, stanteché dxlzzds* — dx\, si ha 
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dx^= — àx^ a' : xj - I = <i(a' - x\)\ 
ed integrando si ottiene, dinotata C la costante, 

se nel piano della trajettorìa si trasporti Tasse deUe x, parallelamente 
d'una distanza a, diguisachè ad x, = o corrisponde x, = a, la costante C 
risulta nulla, e per l'equazione della tautocrona si consegue 

(14) *? + */"=at 

che è quella àié^asXroiàt o ipocicloide a quattro cuspidi. 

310. Tautocrone per le forze centrau. — Se la forza motrice 
F emana da un punto fisso A, e sia una certa funzione /(r) della di- 
stanza del mobile da detto punto, nel quale caso come pei precedenti la 
trajettoria dev'essere piana (§§ 282, 283), il cui piano relativamente al 

presente caso passa per A, la funzione di forza è (7= 1 f(r)dr, e 

per la (io) si ha 

(X5) ff(r)dr = 9(r) = - *^ + C. 

Prendiamo A per origine, e determinata la posizione del mobile 
per coordinate polari r, 0, si dinoti a il raggio relativo al punto di 
tautocronismo, donde si comincia a contare gli archi 5, in conseguenza 
risulta C = <p(tf), e per la (15) 

*5 = t/2<p(a) — 2<p(r); 

differenziando quest'equazione, di poi sostituendo ds =^ydr^ -{- r^d^^ , 
e risolvendo rispetto a ^0, viene 

cosi la determinazione dell'equazione della tautocrona è ridotta ad una 
quadratura. 

Supponiamo, p. e., che sia /(r) = — (a r, quindi 9 (r) = — y, — , 

2^(a) — 2?(»') = {*('■* — «')> 9'Q') = ~ f"'» P®*^ l'equazione (i6) 
risulta 



dd 



~^']/ Vir'-a') r" 
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e se sia ft = i* , viene 

6^ essendo il valore di pel raggio a. 

311. Noi passiamo ora a trattare una quisdone, intimamente con- 
nessa al tautocronismo, che da O. Bonnet fu risoluta nel t. IX, serie i\ 
pag. 116, del Gior. di Liouville, e che poniamo nei seguenti termini: 

Un punto mobile parie dal riposo da un punto 0, origine degli archi 
e donde si comincia a contare il tempo^ ed è solkcitato da una forxa F 
diretta costantemente verso un punto fisso A, la quale è proporzionale alla 
distanza A M del mobile da detto punto fisso; quale curva dev'egli descri- 
vere da in M, affinchè metta lo stesso tempo^ sia a percorrere l'arco, 
sia a percorrere la corda ? 

Si prenda la retta A per asse polare, si dinoti a la distanza A, 
e si determini la posizione M del mobile ad ogni istante con coordi- 
nate polari 0M= p, MOA = 6; designata r la distanza AM^ si ha 

r* = a* -|- p* — 2flp cos 6, 

inoltre nel caso presente essendo F = — (a r, dal teorema delle forze 

vive, presa la massa del mobile per unità, si trae 

d v* 

— ^ — = — i^rdr^ v* =: — ftr*-f~C, C = (xa*, 

v^ = fi.(a* — r*) = (A(2flp cos 6 — p*); 

quindi, pel tempo / che il mobile impiega a percorrere Tarco Af = 5, 
poiché ds = Vdy+Ydb'", si ha 






ed a percorrere la corda il tempo t' è dato per l'espressione 

J y 2 a p cos 6 — p* 
Quest'ultimo integrale si ottiene facilmente, perciocché si ha 

i /r:-acos_e\ 

dp \ g cos Q / 

f^2apcose — p' ^/ _ / p — tf cos6 y 

V \ aco$9 ) 
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risultandone in conseguenza 

^/- , p — a COS 6 , TU 

y a t = are . sen 5 . 

^^ a cose ' 2 

Ora, per essere T = t, quindi di' ==: dty stante le precedenti espres- 
sioni bisogna che sia 

p— acosO j/dT+ydF 

a . are. sen ^- r — = , : , 

a coso y2apcose — p' 

donde si ricava 

COS V 

ed infine 

df d. sen 26 

p sen 2 6 ' 

la quale equazione integrata, dinotata C la costante, dà 

p* = Csen26, 

e designato e il raggio vettore p corrispondente a 6 =;= — , per l'equa- 

4 
zione della trajettoria viene 

p* = c^ sen 2 , 

che è quella della knniscate, di cui il centro è all'origine 0, e Tasse 2 e 
forma l'angolo di 45^ con la 0^. 

Af . A. Serret nello stesso Giornale, tomo citato, pag. 28, ha trattato 
l'analogo caso in cui la forza motrice fosse costante in direzione e gran- 
dezza (caso di un punto pesante), ed è pervenuto al medesimo risultato, 
d'essere la curva richiesta una lenniscate col centro in 0, punto di 
partenza senza velocità iniziale, e Tasse inclinato di 45° colla direzione 
costante della forza. 

312. La forza TANGENZIALE IN FORME DIVERSE DELLE PRECEDENTI, 

E IL MOTO SOGGETTO A RESISTENZE PASSIVE. — Per maggiore generalità 
si può considerare F, nella forma stabilita da Lagrange, e supporre il 
moto in un mezzo, la cui resistenza sia espressa per una certa funzione 
x(t;) della velocità v del mobile; in tali condizioni, se per una scelta con- 
venevole delle fimzioni arbitrarie /, F, si possa soddisfare all'equazione 

(.7) ix,^ + .w=(0£|+^f(-^^). 

le linee che la verificano saranno tautocrone. 

E riesce facile rilevare che se x(t;) = o, ossia che il movimento 
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sia nel vuoto, e per una certa legge di forza tangenziale conforme al- 
l'espressione di Lagrange la trajettoria sia tautocrona, essa resterà tau- 
tocrona anche in un mezzo resistente, se la resistenza fosse proporzio- 
nale alla velocità v del mobile, giacché essendo x(v) = — jfev = — *jr> 
si scorge che la (17) si presenta nella forma 

la quale si deduce dalla precedente, surrogando F ^ k zi F. 

Supponiamo ora, per un caso di molta generalità, che il mobile di 
massa = i, sollecitato da una forza le cui componenti tangenziale e 
normale sieno F^, F^, subisca una resistenza del mezzo proporzionale 
al quadrato della velocità, ossia espressa da kv^ essendo k una costante, 
e che la curva percorsa inoltre offra un attrito il cui coefficiente sia X, 
sicché la forza tangenziale risultante, essendo p il raggio di curvatura 
della trajettoria nella posizione attuale del mobile, sia espressa da 

pel teorema delle forze vive poi si ha, stanteché ds e dv sono di se- 
gni opposti, 

vdv = — F,ds + 'k h^—\ds + kv'ds, 

equazione che può scriversi 

e moltiplicata per 2 e ^'^ ' assume anche la forma 

i\yt -^^P ' J = — 2« '^^^ "(F. — XFJJi. 

Integrando quest'equazione tra i limiti ; ed i^, con osservare che 
ad s^ corrisponde v = o, si ottiene 

ovvero, poste per brevità 
b= e -'^f ' (F,-\Fyis, u= e '^^<' ' (.F,—-kF,)ds, 



f 



(u)du=ze ''^' ' ds, 
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e poiché V = dsidtf con riguardo che ds a dt sono di segni opposti, 
si ha 

yh — u 

quest'ultima equazione integrata tra i lìmiti o ed 5^, di 5, ai quali corri- 
spondono ^ h per la variabile u^ dà per la durata T dell'intera corsa 
ad arrivare il mobile al punto 0, 

(.8) • r^.r^fi^. 

Si ponga u =i bif essendo 5 una nuova variabile, che pei valori 
t b ài u prende i valori ed i, la precedente espressione si com- 
muta in 

posto t^^'CH) =^^(pl)\ e da quest'ultima deriva l'equazione 

la quale, essendo della medesima forma (^) del § 49, dimostra che per 
esservi tautocronismo, quindi T essere indipendente da b che è funzione 

di 5q, perciò nulla la derivata -tt-, bisogna che fosse identicamente 

^'(b^) = ^' (ti) = o; pertanto, designata e una costante, risulta 

yu ds » 

ma dalla superiore espressione di u deriva 

adunque per la combinazione di quest'equazione con la precedente si 
consegue 

Differenziando quest'ultima si ottiene 

i. ^ = -.(!+ *)r'/(V'>'(F,- XF.)- 

+ 2.-/(M"(F, - »F.)^(F, - IF.), 

F. CAID4KIKA. — MetcanUu, voi. U. z} 
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la qmile confrontata con la derivata (i) fornisce, nella forma data da 
Darboux, l'equazione differenziale 



in. — Movimento brachistocrono. 

313. Sia un punto mobile sollecitato da una data forza F, partente 
da un punto assegnato A con velocità f^, e sia dato altro punto B, 
determinare la curva tra i punti A e By che deve percorrere il mobile 
affinchè pervenga in B nel più breve tempo possibile; tale curva dicesi 
brachistocrona per la legge di forza data, e il movimento che dicesi bra- 
chistocronOy secondo i casi potrà essere interamente Ubero lungo la linea 
tracciata, o con restrizioni derivanti dall'attrito e da un mezzo resistente. 

Consideriamo in primo luogo il moto libero, e sia < il tempo che 
il mobile impiega per arrivare in £, dove avrà acquistata la velocità v, 
si ha 






e per la sua variazione 

*^v^ds — dsìiv 



(■) *.=/• 



v' 



= 0. 



Supposto che esista una funzione di forza 17 (x^ , x^ , x^ , talmen- 
techè sia ^X.^jc. = d t/, perciò, presa la massa del mobile per unità, 
avendosi 

ne denvano 

(a) v^v = XXi^x., dsiv = {XX;ix^dt, 

e d'altro canto dalla relazione ds^ = ^dx*. si deduce 

'■r--^ds = vids=r Y -jT-^dx.; 
al ^^ ai * 

mercè questa espressione e la seconda (a), e poiché d, i seguono la 
legge commutativa, la (i) diventa 



*) Per maggiori particolari sulle curve tautocrone si confronti una pregevole mo- 
nografia del Dott. Federico Amodeo, Avellino, 1883, in cui trovasi pure un cenno 
storico completo delle ricerche sino allora fatte intorno allo stesso soggetto. 
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Integrando per parti il primo termine, si ottiene 

ma ai punti fissi A q B \e ix. sono nulle, il primo termine dell'ultima 
equazione è dunque nullo, e rimane 

ciò che richiede che la quantità sotto il segno d'integrazione sia identi- 
camente nulla; e la stessa, attesoché le Xx^, Sx^, Sx sono affatto in- 
dipendenti tra loro, si scinde nelle tre equazioni 

le quali si possono mettere sotto l'una delle due forme 

ja j . ) (*= ^ 2, 3), 

(4) „_^_^__^+X, = o 

dv 
od anche, poiché X.= v -: — , si possono presentare nelle forme date 

O' X ' 

da Roger (Gior. di Liouvu-le, t. 13**, serie i*, pag. 53) 
r \ j ^ j dx- 

(5) '^'-n:-^i^s=° (»=/.>. 3). 

L'equazioni di ciascun gruppo non sono distinte che due soltanto, 
e la terza é conseguente; per le stesse si determina, in ogni caso pos- 
sibile, la brachistocrona richiesta, 

314. Prendiamo ad esempio quello, in cui la forza motrice sia co- 
stante in grandezza g, e parallela ad una data direzione ; parallelamente 
a questa direzione sì conduca l'asse O'x,, le x, contate in contrasenso 
a g, con ciò si hanno X, = — g, X^ = X^= o, e per le (4) 

.d*x, dv dx^ 

m l ds ds ^ ' 

* .d^x^ dv dx, id^x* dv dx. 

ds ds ds ds* ds ds 
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si elimini t;-p tra la prima e la seconda, e tra questa e la terza, ne 
risultano l'equazioni 

,d*x. dx^ id^x^ dx, dx^ 

^ .d^x^dxx a^'^i dx, 

^ 7?^ (Ì5 '^ ds' ds ' 

Tultima delle quali si riduce alla 

d*x^ ^d^x, 
dx^ dx * 

che integgrata, dinotando e la costante, dà 

dx^ = cdx^y 

e con una seconda integrazione, designata e* h costante, si consegue 

Essendo questa l'equazione di un piano parallelo all'asse O'x^, ri- 
sulta che la curva richiesta dev'essere tutta con>presa in un piano pa- 
rallelo aUa direzione costante della forza g; prendiamo in questo piano 
due assi ortogonali Ox^, Ox^, il primo sempre parallelo alla direzione 
della forza g, le x^ contate in contrasenso, si ha 

(d) ds' = dx] + dx\, 

inoltre, supposto che il mobile parta senza velocità iniziale^ dinotata b 
la coordinata x^ del punto di partenza, si ha (§ 46) 

(0 v*=2g(h-x;); 

intanto la prima equazione (e) stante la relazione (d) può scriversi nel 
modo che segue 

e di seguito atteso la (e) risulta 



dx^ V* dx. 



\dt) 



dx. 



+fé)' 



h—x.' 



mtegrata quest'equazione, e dinotata e ìz costante, viene 



^\dxj h-x,' 
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donde si trae 

Si trasporti Torigine delle coordinate sullo stesso asse Ox^^xa 
guisa che dinotate ^,, ^, le nuove coordinate, ed a un'altra costante, 
si abbiano 

per la precedente espressione di ds* risulta 

ed integrando, supposto che a ^^ ::^ o corrisponda 5 = 0, si ottiene 

che è l'equazione della cicloide con la base perpendicolare alla direzione 
di ^, e capovolta come fu rilevato nel § 50. 

315. Consideriamo in secondo luogo il caso d'essere la forza sol- 
lecitante il mobile M centrale, doè a dire diretu costantemente verso 
un punto fisso 0, che si prende per origine delle coordinate, ed espressa 
per una certa funzione del raggio vettore r = 0M\ la velocità v sarà 
allora una funzione conosciuta di r, e sia 

poiché r* = 2] xj, si ha 

^ = ^, dJ-:rfx, = <p'(r)-^; 
ax; f V * T \ / ^ » 

quindi per l'equazioni (5) della brachistocrona (§ 313) vengono 

Xz . , àxs 



(Ù '^'^'"'^r^^^^VdT l»='.2. 3), 

dalle quafi si deducono tre equazioni, la prima 

, dx^ j dx. 

' vds * vds 

e le altre due da questa deducibili con le sostittudoni circolari successive 
nel gruppo (123) degl'indici; integrate le stesse, e designate c^, e,, c^ 
le rispettive costanti, si hanno 

(i) x^dx^—x^dx^^=^c^vds, x^dx^ — x^dx^:=c^vds, x^dx—x^dxy=4^ds. 
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Moltiplicate quest'ultime ordinatamente per x^, x,, x,, e sommati 
i prodotti, risulta 

(0 Z^*.= o> 

che essendo l'equazione di un piano % passante per 0, dimostra essere 
la brachistocrona mtta compresa nel piano determinato di posizione dal 
centro della forza motrice e dai punti A e B di partenza e di arrivo 
del mobile. Tracciato in esso piano un asse polare OX^, e riferite le 
posizioni del mobile a coordinate polari r, % preso io stesso piano % 
per quello delle x,, x^y talché si hanno 

Xj = rcos6, x^ = rsen6, 

per la prima (h) risulta 

r*d6 = c^vds, 
ovvero 

la quale equazione dimostra che Tarea descritta dal raggio vettore in 
un tempo infinitamente piccolo è proporzionale al quadrato della velo- 
cità. E ne segue che projettando il movimento sopra un piano qualsiasi 
passante per 0, il movimento projettato godrà la stessa proprietà. 

Se si suppone la velocità nuUa, talché all'inizio del movimento 

d 6 

— = o, la brachistocrona è tangente al raggio vettore che passa pel 

punto di partenza; si riconosce inoltre che, essendo i punti di partenza 
e di arrivo sopra una stessa retta passante per l'orìgine 0, la brachi- 
stocrona non è altra cosa che questa stessa retta, giacché integrando 
l'equazione 

viene 



••-''='■/>''• 



Tint^prale essendo preso dal punto di partenza sino a quello di arrivo, 
ma per essi punti 6^ = 6^ , quindi dev'essere c^ = o, e per l'equazione 
della brachistocrona si ha 

77 = ^' 

donde risulta = costante = 0^ = 6, , dò che dimóstra la proprietà 
enunciata. 

Chiamando % l'angolo tra il raggio vettore r = OM^ e la tangente 
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alla curva condotta per M (fig. 85), si ha sen e = r -5— , ed intanto, 
condotta da la perpendicolare OH alla detta tangente, è 

OH=rsene = r'^, 

ds 



quindi per l'equazione (k) risulta 



.arfO 



cioè a dire la velocità in ciascun punto della brachistocrona è propor- 
zionale alla lunghezza della perpendicolare abbassata dal centro sulla tan- 
gente (teorema di Eulero). 

316. Brachistocrona sopra una data superficie. — In questo caso 
è a determinare fra tutte le linee tracciate sulla superficie tra i due punti 
assegnati A^ By quella che debba percorrere un punto mobile per andare 
da ^ in £ nel più breve tempo possibile. 

Sia l'equazione della superfìcie 

per avere riguardo alla reazione N della stessa nell'equazioni del movi- 
mento, oltre delle componenti X. della forza motrice, si devono inclu- 

dere quelle della reazione N, che rappresentiamo X -j^ , dinotando X il 

I_ 

prodotto di N pel fattore j ^ I —^ 1 1 ; pertanto in luogo delle (4) 
si hanno l'equazioni 

r \ tà*x- dv dXi I V I % ^/ 

le quali si possono scrìvere sotto forma di proporzioni 

ds ds ds ^ ' _ _ ds* ds ds ^ ^ 

(8) IJ — ... — ^ 

dx^ dx^ 

od anche nelle forme presentate da Roger (1. cit. nel § 313) 



(9) 
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e con Tequazioni (7), od (8), o (9), delle quali in ogni gruppo due 
soltanto sono distinte, va sempre associata la (6). 

Allorché il mobile è lanciato sulla superficie con certa velocità ini- 
ziale Vy senza che sia sollecitato da alcuna forza, ovvero che la forza 
motrice si mantenga costantemente normale alla superficie, e perciò si 
aggiunga alla reazione di questa, in tale caso nelle (7) dispariscono le 

X. , o che le medesime siano incluse nelle X-r^, e siccome nello stesso 

dx. 

caso la velocità v si mantiene costante, cosi Tequazioni (8) si riducono 
alle seguenti 

^ ^ ds' ' dx^~ ds' ' dx~T7 ' dx/ 

che essendo quelle medesime (8) del § 289 dimostrano essere la bra- 
chistocrena una linea geodetica. 

317. Moto brachistocrono con riguardo alle resistenze pas- 
srvE. — Sieno F, , F^ le componenti tangenziale e normale della forza 
motrice F, t; la velocità del mobile al tempo /, la massa si prenda per 
unità, e nella posizione determinata dalle coordinate x- sia p il raggio 
di curvatura della trajettoria; supponiamo che questa curva offra una re- 
sistenza di attrito il cui coefliciente sia /, e che il movimento avvenga 
in un mezzo opponente la resistenza (f(v) secondo una data funzione 
<f della velocità; con le premesse designazioni si ha per la forza tan- 
genziale risultante 



F,-f{F, + j-)-9(.V), 



e pel noto teorema delle forze vive, supposto che ds e dv abbiano pari 
segni, viene 

vdv=(iF, - fF,)ds -[/^ + <f(v)^ds. 

Presa 5 per la variabile indipendente, designate con un accento e 
con doppio accento le derivate prime e seconde rispetto alla stessa s 
della variabile v, e di ogni altra qualsiasi variabile che ne dipende, per 
equazione del moto si ha 



v' 



(II) t; t; ' _ F, + / F. + / y + 9 (V) = O, 

alla quale devonsi associare le seguenti 
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r 
il sommatorio ^ esteso ad t = i, 2, 3. 

Per la determinazione del tempo minimo del percorso (§ 313) 

//le T 

— si surroghi ad — la funzione equivalente 

(13) ^ * - 

nella quale X e p. siano due funzioni incògnite di 5, però che riman- 
gono finite in tutto il variare di questa quantità; occorrerà cosi trovare 
sei funzioni della s esprimenti le x^, x^y x^, v, \ (/., perciò di avere 
fra di esse sei relazioni, affinchè eliminando dalle medesime le 5, v, \ p., 
se ne conseguano due tra le .r. costituenti l'equazioni della richiesta tra- 
jettoria. 

Due di codeste reLizioni sono la (11), e la prima (12), altre quat- 
tro vengono fornite dal calcolo delle variazioni, cosi espresse: 

(14)^.— 77 + -^ = oO = i, 2, 3), e--jf- + -^ = o, 

poste, per brevità di segnatura, 

n.^P-H^ F^^J^ P"-^ O-IE O'-J^ O"-^^ 
^^^^^'~ dx,' '~~dx['^'~dx'y ^— dv'^~ dv" ^ ~dv'" 

mediante le quali, e poiché U non contiene esplicitamente la 5, desi- 
gnata con C una costante, si ha 

dP" AD" 

(16) u= c+ xp;.v: +!?;'<- ix:^+ CV+ Q'v-v'^-f^. 

318. Caso in cui la forza motrice sia costante in grandezza 
E PARALLELA AD UNA DATA DIREZIONE. — In questo caso, come Sappiamo, 
la trajettoria è tu.ta compresa in un piano x (passante pei punti asse- 
gnati Ay E)y parallelo alla data direzione della forza motrice F, della 
quale dinotiamo g il valore costante; in esso piano % siano tracciati due 
assi ortogonali Ojc^, Ox^y il primo parallelo alla direzione di F, con- 
tando però le x, in contrasenso a gy pertanto le x^ sono nulle; inoltre, 
dinotato a> l'angolo che la tangente alla trajettoria forma con Tasse Ox^^ 

F. Caldareiu. — MtccamU», voi. 11. 14 



l86 PARTE IV. — DINAMICA. 



. t dx, , dx. , dx. , , 

Sì hanno cos 6> = —r-^ = x, , sen w = -^ = x^, tan w = -r-2-= x. : x,, 

ds '* ds *' dx^ * •' 

e per comodità di calcolo poniamo g'i^(y) in luogo di <f(v). 

Con queste designazioni, e poiché F, = — ^ cos w = — g x,' , 
F^ = j^sen (ù = gx^y per le (12) si hanno 

(17) <*+*';-! =0, xX'+*>;' = o, j- = vx'r + x- 

dalle quali si ricavano 

(18) p< = *;. px: = -x;, -y=x:*';-^<; 

la (11) diventa 



(19) w + ^(x; +/xO +/«*»'<' + <' + ?Kf) = o, 

e la (15) si commuta in 

(20) ^ ^ 

quanto alle (14) esse si restringono a tre, cioè 

dP' d^P" 

, 1, àF, , d'P" 

(21) ^.— 7r+-iy-=o» 



essendo 



ds ' ^i= 

p_dU p,_d£ jy._dU 
■~dx' ^'""dx'' ^' — dx"* 



I 



^"'' ^ ' dx,' ^' dx[' ^' dx'y 

d_U d_U d_U 

^ dv ' ^ dv' ' ^ ~ dv'" 

e la (i^ si riduce alla seguente 

(u=c-\-P[x[ + p:x; -\-Q'v' + p"x + p>;' + q-v- 

(23) _^'àFi_ dPl_ dQ" 

( *• di ** df ^ ds ' 

Dedotte dalla (20) le derivate parziali (22), con riguardo alle (17), 
(18), risultano 
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(24) /^. = 0' ^; = 2>x;+/,.^, P;' = -/pt;'x:. 

( j2 = -:^ + i*[f' + ^ + ff (f)], J2'=i^«. Q"=o; 

coi quali valori, ed attesoché in U i coeflicienti di \ (i. sono identica- 
mente nulli, per la (23) si ottiene 

il cui secondo membro, atteso la prima (17) e Tultima (18), può scri- 
versi 

quindi in forza della (19) risulta 

(25) "T = ^ + 2x+,.[/:^ - g^iv^j . 

Le prime due (21) si riducono alle seguenti 

le quali integrate, designate -4,, A^ le rispettive costanti, danno 

d P" d P" 

ovvero 

Quest'equazioni, moltiplicate pria rispettivamente per x^, x'^, indi 
sommate fra loro e con la (25) a membri invertiti, forniscono 

donde si trae una delle richieste relazioni 
(27) ?!* = - 



Dalle stesse (26), moltiplicate rbpettivamente per x^, — jc/, poscia 
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sommate, si ricava 

A< - ^X - iK< - IO +/(f*'f* + 21LVV') = O, 

e da questa, introducendovi l'espressione di vv' fornita dalla (19), viene 

^.*:-^x-2i*^-^f^[A:+(2f+iX+2/<Kf)]+/i*v=o; 

r 
intanto per la terza equazione (21) si ha 

donde risulta l'espressione 

/(t't,' = - /- + 2|t-^ + g|t/i;f (f), 
che introdotta nella precedente equ;izione la commuta in 

e da questa, con la sostituzione di ]^[x fornita dalla (27), sì consegue 

- AU(.<' - <') - 2r« + « - 2/^')Kf) +/*> f (f)] 

+ C[fx', + (2/* + 0*; + 2f^(y)-M'(y)] 

ovvero, moltiplicando quest'ultima per ^, rimessa ^(y) per g^(y)i e 
sostituendo x[ = cos <«) , x[ = sen w , posto altresì k = fgy si ha 

k{A^ — AJ) cos 2« + k(A^ -|- AJ) sen 20) 

+ (^. --^sencojg(i+f)+Q[/cosa> + (i + 2f)sena)] 

(^^) j +[(2^J+^Jcosa>+(2^J-^.)sena> + 2C/-^]9(t;) 

— / A^ cos 0) -j- -^1 sen ft) -j- C |v 9' (v) = o . 

319. Questa equazione, quando siasi specificata la funzione f(v), 
fornirà l'espressione di t;, dalla quale si dedurrà la derivata v'i indi si 
sostituiranno l'una e l'altra nell'equazione del movimento 



v' 



(29) vv' 4- ^(cos w 4-/sen w) +f— + ?(0 = ^> 
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e si avrà nel risultato Tequazione della brachistocrona dipendentemente 
dall'angolo o) e dal raggio di curvatura p. 

Se nella medesima (28) si assume 9(1;) = bv*, supponendo cioè 
la resistenza del mezzo proporzionale ad una certa potenza tT*^ deUa 
velocità del mobile, essendo perciò h una data costante, ciò che costi- 
tuisce un caso assai generale, si avrà per essa (28) un'equazione alge* 
brica del grado n -{- 1 in v, e semprechè sia questo grado un intero 
impari, poiché la medesima è a coefficienti reali, ammetterà una radice 
reale, che sarà l'espressione di t^ a doversi considerare per conseguirne 
la relativa equazione della brachistocrona. 

Supposto n = 2, come si ammette d'ordinario, e posto per como- 
dità di calcolo gh in luogo di h, la predetta (28) diviene 

Ì(^A^ cos 0) — A^ sen co) i v' -f- fh v* -}' \f(^i — ^zD ^^^ ^ ^ 
+ /(-^2 + -^1/) sen 2 0) -|- C[f cos co -j- (i -}- 2/*) sen w] 
+ ^a(i +n\'^ - +/)sen<o = o; 

e nelle cerniate condizioni, sia pure la curva senza attrito, quindi /= ó, 
quest'ultima equazione si semplifica considerevoknente, rìducendosi alla 
seguente 

(31) (^A^cosfù — A^sGn(ù)hv^ '■\- (^A^-\- Csenfù)v — sena> = o *). 

320. Relazioni fra le trajettorie, le brachistocrone, e le fu- 
nicolari. — Nei §§ 299 e seg., trattandosi del moto di un punto se- 
guente la Unea d'equilibrio di un filo flessibile ed inestensibile, furono 
disaminate le relazioni fra trajettoria e funicolare, ed ora proponiamoci 
di mettere a confronto il movimento brachistocrono, seguendo in ciò 
le tracce della 2* nota del prof. Dino Padelletti già citata (§ 299). 

Nel § 302 furono presentate nelle forme (6) l'equazioni del movi- 
mento libero di un punto materiale di massa = i, sotto l'azione di una 
forza F' di componenti X[ secondo una tema di assi ortogonaU, avente 



*) Per madori sviluppi sullo stesso argomento confr. l'eccellente Memoria di 
Haton de la Goupilliére vì Ricerca della brachistocrona di un corpo pesante avute 
riguardo alle resistenxe passive» (Mem. deli'Accad. delle Sdenze dell*Ist Naz. di 
Francia, 1883); confr. pure un lungo lavoro dello stesso autore (med. Memorie, 1884) 
nel quale imprese a trattare il problema inverso delle brachistocrone, doè a determi- 
nare il sistema di focze solledtanti un punto mobile sotto il quale una data curva 
sarà la linea del tragitto il più rapida 
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la velocità v al tempo ty e nelle forme (5) quelle d'equilibrio di un filo 
flessibile ed inestensibile sottoposto ad una forza F di componenti X., 
nel punto corrispondente alla posizione del mobile seguente la stessa 
curva, essendo T la tensione del filo a quel medesimo punto, e dal 
confronto delle une con le altre evidentemente si è inferito che la fu- 
nicolare è trajettoria libera di un punto, quando si pone la condizione 
che la velocità v del mobile debba essere eguale in ogni punto alla ten- 
sione del filo, e che la forza motrice F' sia parallela alla forza F agente 
sul filo, diretta in senso opposto, ed eguale al prodotto della stessa per 
la tensione, quhidi tra le rispettive componenti dover sussistere le re- 
lazioni 

X] = — TX. = — v-X^; 

e si è rilevato che Teguaglianze dei rapporti (8), (9), (io), e rispettive 
conseguenti rimangono immutate sia per la trajettoria, che per la funi- 
colare, contenenti però le X. in luogo di X\ per quest'ultima, solo pren- 
dendo forma diversa il valore comune di ciascuna terna di rapporti. 

Riprendiamo l'equazioni del moto brachistocrono, però senza ri- 
guardo alle resistenze passive, nelle forme (4) del § 313, ossia 

, N id^Xi dv dx. , „M 

(32) ^7?-^-51-77 + ^'=° (i='.-.3). 

essendo X'/ le componenti della forza F" sollecitante il mobile; e dal 
confronto delle medesime con le menzionate (6) del § 302 ne derivano 
l'eguaglianze 

(33) ^: = -^."+-4.47' 

manifestanti che, ammessa la condizione di avere il moto brachistocrono 
ed il moto libero in ciascun punto la medesima velocità t;, la forza F' 
del moto libero dev'essere la risultante di due forze, una eguale ed 
opposta alla forza F" del moto brachistocrono, e l'altra avente per com- 
ponenti secondo gU assi coordinati 

dv dx- 



2V 



ds' ds 



dv 
cioè la forza iv-j- diretta secondo la tangente alla curva. 

as 

Ora, essendo F" = -jr = v-j- la componente tangenziale della 
forza F", ed F'J = — la componente normale, ne risulta che F' deve 
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• 1 T-f ^^ TTf ^^ e" 

avere per componente tangenziale F^ = 2v--j r^ zzzv-j- = t^j 

e per componente normale FJ, = — F'^; si ha quindi il seguente 

Teorema. — La brachisiocrona corrispondente alla for:ia F" t tra- 
jetioria libera per una for:(<a F* eguale ad F" e posta simmetricamente a 
questa rispetto alla tangente della curva, la velocità del moto libero sotto 
VaT^ione della forxji F' e la velocità del moto brachistocrono sotto VaT^one 
della forila F" sono eguali in ogni punto. 

Questo teorema evidentemente è invertibile, ossia: 
La traiettoria di un punto libero sotto Va^Jone di una for:^a F' è bra- 
chistocrona corrispondente alV anione di una forzfl F" eguale ad F' e posta 
simmetricamente a questa rispetto alla tangente della curva, le velocità dei 
due movimenti essendo eguali in ogni punto. 

321. Ravvicinando il moto brachistocrono lungo la funicolare, che 
è la curva d'equilibrio di un filo flessibile ed inestensibile sotto Tazione 
di una forza F, al movimento libero lungo la stessa lìnea, mercè le re- 
lazioni già rilevate nel § 302 tra quest'ultimo movimento e la funicolare, 
agevolmente si stabilisce il seguente altro teorema: 

La funicolare corrispondente alla for:^a F t brachistocrona per una 
forxfl F" disposta simmetricamente ad F rispetto alla normale della curva^ 
e d'intensità eguale al prodotto della stessa F per la tensione del filo. 

Inversamente, la brachistocrona corrispondente ad una jorjfi F" h fu- 
nicolare per una jor%a F disposta simmetricamente ad F" rispetto alla 
normale della curva, ed eguale alla F" divisa per la velocità del mobile. 

La velocità del mobile sulla brachistocrona, e la tensione del filo in 
ogni punto sono eguali fra loro. 

Applicando i precedenti teoremi al caso in cui F è la forza della 
gravità o più generabnente costante in grandezza e direzione, ne emer- 
gono le seguenti conseguenze: 

1° La parabola descritta da un punto Ubero sottoposto all'azione 
della gravità g è brachistocrona per una forza eguale a g disposta sim- 
metricamente a questa rispetto alla tangente della curva in ogni punto, 
ed è funicolare per una forza verticale diretta in alto, proporzionale a 
g inversamente alla velocità del mobile. 

2^ La cicloide che è brachistocrona per un punto sotto l'azione 
della gravità g è trajettoria libera per una forza eguale a g posta sim- 
metricamente alla stessa rispetto alla tangente della curva, ed è funicolare 
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per una forza proporzionale a g inversamente alla velocità, posta sim- 
metricamente alla direzione della gravità rispetto alla normale della 
curva. 

3** La catenaria è trajettoria libera per una forza verticale diretta 
in alto eguale al prodotto di g per la tensione, ed è brachistocrona per 
una forza eguale all'anzidetta, posta simmetricamente alla direzione della 
gravità rispetto alla normale della curva. 

IV. — Movimento In un mezzo resistente di tm punto 
sollecitato da una forza costante in grandezza e direzione. 

322. Questa specie di moto parzialmente è venuta in considerazione 
in precedenti paragrafi, ed ora passiamo a trattarla con la possibile gene- 
ralità. Sia F la forza sollecitante, riferita all'unità di massa, il cut valore 
costante è f, parallela ad una data direzione D; la posizione iniziale 
del mobile, cioè da quando si comincia a contare il tempo, ed OF la 
direzione della forza di projezione, ossia della F^ alla quale corrisponde 
la velocità t;^ , e sia v la velocità al tempo /, in cui la posizione M del 
mobile è determinata dalle coordinate x.(i = i, 2, 3), relative ad una 
terna di assi ortogonali Ox. , preso per origine. Il mobile è sotto- 
posto alla forza menzionata F, le cui componenti secondo gli assi coor- 
dinati siano X. , ed alla forza R di resistenza del mezzo operante in con- 
trasenso al movimento, cioè in direzione opposta alla velocità v, le com- 
ponenti della quale secondo gl'indicati assi sieno designate i{. , pertanto 
l'equazioni del moto sono, presa la massa del mobile per unità, 

W 71? = ^'~*' (i=i. 2, 3); 

e stantechè si ritiene la forza di resistenza del mezzo costantemente in 
contrasenso alla velocità del mobile, emerge manifesto essere la trajet- 
toria compresa nel piano passante per V parallelo alla direzione asse- 
gnata Dy ciò che del resto risulta dalla seguente analisi : 

Condotto l'asse x^ parallelo a D in contrasenso alla forza motrice 
gy si hanno X^ = X^ == o, X, = — ^, e per le due equazioni (j) cor- 
rispondenti ad « = I, 3 vengono i rapporti eguali 

d^ X ^ d^ X» ^ 

dt^ • "" dt^ ^^* 

dx. 
ma R. = R -j-^, essendo ds l'elemento della trajettoria con un estremo 
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in My ne deriva quindi Tequazione 

d'x^_d'x, 
dx^ ~ dx^ ' 

che integrata, e posto log c^ — log e, per la costante, i logaritmi presi 
nel sistema Neperiano, dà 

integrata questa, con porre c^ per la costante, si ottiene 

che è l'equazione di un piano <r parallelo ad Ox^, ossia alla direzione 
D, e poiché con x^ = x^ = o, si ha c^ = o, viene per la stessa equazione 

dimostrante che a passa per x^ , al tempo stesso in è v = v^ , a- 
dunque il piano della trajettoria va fissato di posizione come si è detto. 
Trasportato in esso piano l'asse Ox, , l'equazioni (a) del moto ri- 
duconsi alle due con i==i, 2, ed ammesso che la forza R di resistenza 
del mezzo sia espressa per una certa funzione (f(v) della velocità del 
mobile, quest'equazioni del movimento sono 

^'^ de ^ V ' di -^' dt' ^ V ' di +^-^> 

ovvero, introdotto l'angolo 6 che la tangente in M alla trajettoria forma 
con l'asse Ox^, essendo perciò 

(2) -TT" = v cos 6 , -y-i = t; sen 6 , 
^ '^ ai ai 

si hanno altresì 

. . d (v cos 6) , . ^ ^ i (-y sen 6) . . 

(3) ^^ ^ + y(t;)cos9 = o, j^ ^ + ?(^)sepQ + g = Q; 

rilevandosi anzitutto che se si suppone 9 (y) = o, cioè la non esistenza 
di un mezzo resistente, le (i) si commutano nelle {a) del § 282, si ri- 
torna cioè al movimento speciale contemplato in detto §. 

Eliminata 9(1') tra la seconda e prima (3), diviso il risultato per 

t;cos*6, si ottiene 

j^/ t;sene \ g ^^ 

i/\t;cos6/ ' vcos6 ' 

donde viene 

(4) gdt = — V ^ , 

^^^ * cos 6 

ed introdotta questa espressione di di nella prima (3), nelle (2), e nella 

F. CALOAaEAA. — MtUMMé, TOl. II. S5 
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relazione ds =:vdi, si conseguono 

, V d(v cosS') , V rfO 

(6) gdx^ = — v'iie, ^dx, = — v'tanOde, gds = — v''^. 

323. Movimento rettiuneo discendente. — Pria di andare oltre, 
consideriamo il caso che V fosse parallela alla direzione D, perciò il 
movimento essendo rettilineo lungo Tasse x^ , pertanto le x^ sono nulle, 
e secondochè sia F diretta nel senso di x^ > ^ ^^ senso opposto, il 
movimento si dirà ascendente o discendente, nell'un caso sarà costante- 
mente 6 = 90°, nell'altro 6 = 270*^. Con queste premesse, pel movi- 
mento discendente si ha unica e:iuazione, compresa fra le precedenti (i), 
(2), (3), essendo le x^ negative, cioè 

(7) -J^ + ?(^)-f = o» ■^ = ^' 57 + ?(v)-^ = o- 

Supposto che sia 9 (v) = 1 1;", e posto ^ = fc a", essendo i, n due 
costanti positive, ne derivano l'espressioni 

dv , , vdv 



kdt=:-z =• kdx.= 



a* — V* * * oc* — V* * 



quindi per la durata / del percorso tra il punto e la posizione J^ in 
cui il mobile ha la velocità v, e per la lunghezza assoluta x del cam- 
mino OA, si hanno 

(8) *^= / a--t;"' kx= J^^n ' 

Se, come d'ordinario, si assume ;i = 2, stante la rebzione 

dv I r d(jx. -f- v) d(x — vyì 

a* — v^ 2aL a-j-v a — 1; J' 

per la prima (8) viene 

(9) ^ = — log — • — ' — , 

essendo c= > donde si ricava 

CL — V/ 

[ii -li! r il -£ii 
ce* -e «J-'L^e^ + e *J; 

e per la seconda (8) poi si ottiene 

(il) x = — log -7 1, 
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ed altresì, stante la relazione dx^ = vdty e la (io), sì ha 

IL _ll 

/ \ cr . ce -{- e 
(12) x = — log ; 

le (9), (10), com'è manifesto, danno il tempo quando si conosce la ve- 
locità e reciprocamente, per le (ii), (12) si determina la lunghezza del 
cammino nell'un caso o l'altro. 

Allorché il mobile parte senza velocità iniziale, e = i, le (9),..., (12) 
si commutano nelle seguenti 

oc a -4- V a* , a' 

^ = rr log — ^. , ^ = TT log :;t 



Infine, quando i = o, non essendovi cioè mezzo resistente, l'equa- 
zioni (7) riduconsi alle ^ 

d^x^ dv 

donde si traggono l'espressioni 

(14) v = x^o + «^ ^ = ^*^ + T^'% 

manifestanti essere il moto uniformemente accelerato. 

324. Movimento ascendente. — Poiché in tale movimento 6 = 90^, 
le x^ nulle, e le x^ positive, le seconde equazioni dei sistemi (i), (2), 
(3) assumono le forme 

O5) 7/ + ?(^) + ? = o> -lf = ^' 77 + T(^) + ^ = o, 

e posto, come precedentemente, 9(1;) = tv", per l'ultima equazione 
viene 

che dimostra esser v decrescente, quindi il moto devesi arrestare aHor^ 
che t; = o; dalla stessa relazione, e dalla dx^ = vdt , risultano per la 
durata t del percorso del mobile da alla posizione in cui ha la ve- 
locità Vf e per la lunghezza x del cammino, l'espressioni 

r ^\ *— r dv _ r vdv 



*0 



Se si suppone, al pari che nel movimento discendente, ;i ss A, qtdndi 
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g = ia% SÌ ha per la prima (16) 




1 f 



cons^ueatemente 



C17) / = — I are. lan —2- — are. tan — I : 

^ V « « / 

da questa, posto are .tan — = j, are . tan — ^ = y^, quindi x; = a tan j, 
v^ = a tan q^, si consegue q = q^ — ^y e poiché 

tan q^ — tan -^— 

tan j = , 

i+tanj^tan^ 
risulta 
(18) V = aU cos^ — a sen -^J : la cos-^ + v^ sen -^J ; 

per la seconda (16) poi, avendosi 






a^ + v' ' 
viene 

(19) ^ = — log-H — ?> 

ovvero, atteso la (18) e la relazione dx^ = vdty si ha 

g^ e^ 

v^ cos -2 a sen -^^— 

J — ^ ^d.-ii, 

a cos-^ — |- t;^ sen-^ 
e di seguito 

(20) X = — log ( cos -^^ — I 2_sen-^ I . 

Con t; = o le (17), (19) danno, per la durata /^, e per l'altezza 
X. dell'ascensione totale, l'espressioni 

oc V CK.^ OL^ —1— V* 

(21) L = are. tan — 2- , x^ = — log — ^—2 . 

^-^ ^ g a *2^^a 

Se si suppone ^ = 0^ cioè che non vi sia mezzo resistente, per le 
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(i6) si hanno 

donde si ricavano l'espressioni 

che manifestano essere il movimento uniformemente ritardato. 

Dal confronto di quest'ultime espressioni con le relative (14) e- 
merge ad evidenza che i due movimenti, ascendente e discendente, si 
eseguono con la medesima legge non esistendo mezzo resistente, mentre 
questo li rende affatto dissimili, come si rivela spiccatamente dal con- 
fronto delle coppie di formole (9) e (17), (io) e (18), (12) e (20). 

325. MoviMEKTO cuRvn-iNEO. — Ritorniamo al caso generale, con- 
seguentemente alla considerazione dell'equazioni del § 322, e si osserva 
anzitutto che se l'integrazione della (5) fosse possibile, cioè se si po- 
tesse ricavare una relazione finita tra x; e 0, si eliminerebbe una di que- 
ste variabili dall'equazioni (4), (6), riducendo cosi la determinazione 
delle x^, x^j $y t alle quadrature; però tale integrazione non è esegui- 
bile che in taluni casi speciali della <f{v), tuttavia possonsi indagare le 
proprietà della traiettoria con l'esame delle stesse equazioni differenziali 
anzicitate (confr. Siacci, Balistica, 1 888, cap. II, § 2) ; in ciò che segue 
ci limiteremo a disaminare alcuni casi ragguardevoli noti d'integrabilità. 

Si supponga in primo luogo 9 (v) = g (a -j- i v"), essendo a, bj n 
costanti qualunque, la indicata equazione (5) prende la forma 

t; cos 6 ^ cos 6 ' " " cos * 

integrando, e poiché 



(23) -^^ ù=^ — s- + *^ 



si ottiene 

, vcosO , C n à^ 

tan* I I ^ 

donde si ricava 

(b) vcose=^*«tan*(— +-^). 

Da questa si deduce l'equazione differenziale seguente 
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d(vcosÒ) dtan^^+ 2) , ,^ dò , . , 

il cui confronto con la (23) dà come per definizione d j = v* g , 

stante la (^) si ha 

e-*'d/7 - tan«- /— -(- — ^ ^^ • 
e d^-tan ^^ -t- ^ jcos-^^O' 

integrando quest'ultima, posto per brevità 

(.4) „,)=/.„- (^ + 1) -^ . 

dinotata C la costante, si ottiene 

conseguentemente per la stessa (jb) risulta 

(25) V = tan* /^ + i-\ : cose j/C_ «^(0) , 

e cosi le due variabili v, si trovano separate. 

Nel caso di <f(y) =: gbv*, essendo cioè a = o, si hanno 



(2é) ^ (6) = y. 



V = 



me""*"* fì * 

cosO^/C — «i^(0) 



e nello stesso caso, se sia ii = 2, vengono semplicemente 

! /ùN r ^^ I tantì , I , / 'p 1 \ 
^(6)= / — r^ = ^-^ log.tani 1, 

J cos' 8 2Cos6'2 ° V4*2/ 



(27) 



■7 



326. In secondo luogo si supponga ^(v) = ^(a -(- bìogv), es- 
sendo a, ^ due costanti qualunque, la sudetta equazione (5) del § 322 

diventa 

/ o\ dCucosÒ) / , .1 ^ dò 

(28) -^^ TT^ z= (a + i^ log 1;) 5. , 

^ '' t; cos 8 ^ ' ° "^ cos 8 

e posto y = log (t^ cos 8) assume la forma 
(0 ^-^Yy+Y, = o, 
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essendo 

Y = ^, r. = --^+-^logcosO; 

cos 6 ' ' cos * cos 

per integrare quest'equazione (e) si faccia yz=zu7i, considerate tt, ^ fun- 
zioni di da doversi detennìnare, e cosi per la stessa (e) si ha 

('^ ^^ + «(^+^^) + ^. = °- 

Considerata [ come funzione arbitraria, si determina per la condi- 
zione che la medesima verifichi l'equazione 

^+7:^=0, ovvero ^ + FdO = o, 
la quale stante la posta espressione di Y diventa 

X, costì ' 

donde sì ricava 






-'(t + t)> 



conseguentemente, ed atteso l'espressione di F, , per la (d) si ha l'e- 
quazione 

du = (a — b log cos 6) e •^ ^^''^ zr , 

integrandola, e designata C la costante^ si ottiene 



M = C r- e *^ ^««^ 



e '^ <^°»« log cos e. 



i " .^ . *^&— '-cosO ' 

moltiplicando questa per l'espressione precedente di ;(, e posto per brevità 



K«)-/ 



^ J coso log cos 0. j- , 

^ cos t^ 



per l'espressione di y si consegue 

(29) log(t;cose) = tan»(^ + -i)[C-H(e)]-|- = $W, 
di seguito 

(30) ^ = -^ ^^^% 
^-^ ^ cosB ' 

restando cosi le v, 6 anche separate. 

Le costanti C, tanto per quest'equazione, quanto per la (25), si 
determinano riferendosi all'inizio del movimento, cioè ponendo per t;, 
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rispettivamente v^, 6^,, essendo 6^ l'angolo che la direzione OF della 
forza di projezione forma con Tasse Ox^. 

327. Movimento poco discosto daix'asse delle ascisse. — Un 
caso importante a considerare, specialmente per le applicazioni, è quello 
in cui l'angolo 6 in tutto il corso del mobile, ossia per ciascun punto 
della traiettoria è piccolissin:o, e tale perciò l'angolo iniziale 6^; sia posto 
per brevità j) = tan 6, donde la relazione 

^x, _ dx, 

di ~^ di ' 
dalla quale si deduce 

d'x. 



x^_dp_ dx^ , d'x^ 
t' ~ dt' dt "'"^ dt' ' 



d 
e con la sostituzione delle (i) del § 322 viene 

^'^ dt' dt ^' 

Scriviamo la prima delle (i) anzicitate come segue 

integrandola, e dinotata C la costante, si ottiene 

(30 ^ = C.--^-^'\ 

dividendo pel quadrato di questa espressione la (^), risulta 

dx^~ a 

s'integri quest'ultima, designando C la costante, ne segue l'equazione 

che a sua volta integrata, con porre C" per la costante, dà 
(33) *, = C" + Cx,- jjif[f'^'^~"'i^]àx„ 

le costanti si determinano riferendosi allo stato iniziale, pel quale si 
hanno x^ = x^ = o, v = v^, p = tan 6^, -^ = v^cos 0^. 
Si supponga (f(v) = kv*y con ciò avendosi 
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stantechè per la premessa condizione sulla traiettoria si può ritenere 
d$ =z dx^, pertanto le surriferite forinole si commutano nelle seguenti 

(34) { ' *^ 

Nello stesso caso di 9 (v) = i v", se si suppone n = 2, cioè la 
resistenza del mezzo proporzionale al quadrato della velocità, si hanno 
semplicemente 

(35) < 

risultandone per le costanti 

C = v^ cos e . C = tan e^ H — , / ,. , C" = ,, / ,ft ; 
° °* ^ ' 2 i t;* cos' 6^ ' 4 Jfc* V* cos* 6^ ' 

sicché per l'equazione della trajettoria si ha 

(36) X, = *. tan e, - ^P^L_ (,«»«. _ 2*^^ _ I), 

per la prima (35), e la relazione v = -jj = , ' , poi si hanno 

(37) t = 7 5- (/'i — i) V = v^ cos 6««"*'' . 

K^/J Ì« C0S6„^ ^' 00 

o o 

328. Infine, trattiamo il problema seguente, ritenute sempre le in- 
dicazioni del § 322 : 

Determinare la for^a R che debba esercitare il me:^:(o resistente^ af- 
finchè il punto mobile sollecitato da una data forza X^, possa descrivere 
la trajettoria data per l'equazione f(x^ , x^) = o. 

L'equazioni (i) del citato §, surrogando — X^ a ^, i? a <f(y)y si 
presentano nelle forme 

^^^^ dt' ^ V dt-"^' 7F+V"Jr-^^' 

e fra queste eliminato — si ottiene 

F. Caluammua, — Mt$cMÌ€a, toI. II. 26 
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f.y. dx, d*x^ dx^ d*x, y dx, 

^^ ir'~dr~ dt '~d?~~'^~dt' 

inunto, dalla relazione -r-^ =— rf : —r^, e dalla stessa (/) deriva 

dx. dt dt ^-^ 



d 



lx\ ~\dt ' df dt'dt')-\dt}~''\dt)' 
per quest'ultiina equazione si ha 



donde 

d'x 



V^</ *• dx] ' 



di' ~ 2 djc. V * ' dx\J' 



d 

ed introdotta questa espressione nella prima equazione (38), posto altresì 
ds invece di vdt, si ricava per la richiesta forza 

Per esempio, si supponga che la curva assegnata sia un cerchio di 
raggio a, il cui centro stia sull'asse Ox^, essendo airestremità del 
raggio a, la cui equazione è pertanto 

(g) X,' — 2ax, + xJ = o, 

se la forza X, sia eguale ad una costante J!:, poiché dall'equazione (jg) 
derivano 

quindi 



ed essendo -; — = — .per la (59) risulta 

dx, X, '^ ^-'^'^ 

I 2 

(h) R = ^(a-x,) = ^x^a.nB. 

^ ' 2a ^ '' 2a * 



sez. II.— dinamica dei sistemi. 



CAPITOLO PRIMO. 

PRINCIPn GENERAU SUL MOTO DEI SISTEMI. 



L — Principio di D'Alembert, e sue immediate conseguenze. 

329. Principio di d'Alembert. — Consideriamo in movimento un 
corpo, o sistema materiale composto da n punti M^M^ . . . , di masse 
m^tn^ . . . y sottoposti a forze F^F^ . . . , ognuna potendo essere anche 
risultante di più forze agenti sullo stesso punto, ed i medesimi soggetti 
a legami che d'ordinario siano esprimibili per equazioni tra le loro coor- 
dinate ; preso in ispecìale considerazione l'uno di essi, M^ sottoposto alla 
forza Fy , si osserva che atteso i suoi vincoli con gli altri punti, il mo- 
vimento non è quello stesso, che avrebbe se fosse interamente libero sol- 
lecitato dalla medesima forza F^ ; sia FJ la forza che gli si dovrebbe ap- 
plicare affinchè reso libero eseguisse un movimento identico a quello che 
realmente ha, ed essendo x^. le coordinate della sua posizione al tempo 
t, le componenti della stessa F^ nelle direzioni delle coordinate vanno 
espresse per la formola 

(a) m^ -j^ , 

dando a v i valori i, 2, 3, ... in corrispettivo alla designazione dei 
punti, e ad ognuno di questi valori accoppiando per i quelli dipendenti 
dal sistema di coordinate adottato. 

Intanto, le condizioni del punto M^ nella sua attualità evidentemente 
non vanno turbate, se oltre della forza F, agente sullo stesso gli siano 
applicate le due forze eguali e contrarie F^ , — F^ , od in altri termini 
supponendo che il punto in considerazione sia sottoposto alla terna di 



d'x^.. 



204 PARTE XV, SBZ. n. — DINAMICA DEI SISTEMI. 

forze (Fy, — F^, F^); con analoghe considerazioni e designazioni per 
ciascun punto, si potrà dunque riguardare il sistema in movimento come 
composto da punti Af , M, . . . , sottoposti rispettivamente alle teme di 
forze (F, , — F, , FJ, (F^ , — F^ , F,'), . . . , ed alle condizioni dei le- 
gami sopra menzionate. 

Mantenendo sempre l'equazioni dei legami, evidentemente si potrà 
considerare i punti Af, Af ^ . . . come interamente liberi, sollecitati rispet- 
tivamente dalle forze F', , F, , . . . , risultandone pel sistema il medesimo 
movimento che realmente in atto ha; ciò che vuol dire che i gruppi di 
forze (Fj , — F,'), (F, , — F[), ... si distruggono a vicenda, talmentechè 
se i detti punti fossero sottoposti unicamente a queste sole forze, rimar- 
rebbero in quiete, od in altri termini codesti gruppi di forze sul sistema 
in movimento si fanno equilibrio. Le — F,' , — F^ , . . . si dicono le 
forze d'inerzia, e le risultanti U, , i?^ , . . . delle medesime e delle forze 
sollecitanti F, , F,, . . . , prese a coppie, ossia le risultanti delle (F,, — FJ), 
(Fj , — F^, . . . diconsi le forze perdute, e dall'anzidetto deriva che ia 
un sistema in movimento le for^e perdute si fanno equilibrio. Ed è questo 
il principio generale sul moto dei corpi dovuto a D'Alembert, che puossi 
enunciare anche nei termini seguenti: 

Per un sistema materiale qualsiasi in movimento, a ciascun istante 
avvi equilibrio tra tutte le for^e agenti su i varii punti del sistema, e le 
for^^e d'inerzia degli stessi punti. 

330. EaUAZIONE GENERALE DEL MOTO RISULTANTE DALL'eSPOSTO PRIN- 
CIPIO. — Sieno X^ . le componenti della forza F^ agente sul punto M^ , 
secondo una terna di assi ortogonali Ox. (i= i, 2, 3), ovvero normal- 
mente alle facce B. (i= i, 2, 3, 4) di un tetraedro di riferimento, e 
se le forze siano tutte in un piano, sarà i = i, 2 riferendo il sistema 
a due assi tracciati in quel piano, ed i = i, 2, 3 essendo preso per ri- 
ferimento un triangolo nello stesso piano ; le componenti della forza d'i- 
nerzia — F^ sono date dalla surriferita formola (a), facendovi precedere 
il segno — , e ad t dando i valori testé indicati. Considerato il sistema 
in equilibrio, come si è detto, sotto l'azione dei succennati gruppi di 
forze, ed immaginato che gU si faccia subire uno spostamento virtuale, 
compatibile coi legami, pel quale sieno ix^- gli spostamenti secondo le 
relative coordinate del punto M^, ne segue che stante il principio dei 
lavori virtuali (S 212) P^^ l'equilibrio anzicennato dovrà avverarsi (§219) 
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l'equazione 
ovvero la seguente 

secondochè si riferisca il sistema ad una terna di assi ortogonali, o ad 
un tetraedro fondamentale, estendendo in entrambe il primo sommato- 
rio ^ a tutti i punti del sistema, ossia a v = i, 2, . . . , n, ed il se- 
condo in quanto alla (i) per ogni valore di v con j=:i, 2, 3, e rela- 
tivamente alla (2) dando al gruppo hk degl'indici successivamente tutte 
le combinazioni binarie semplici dei numeri i, 2, 3, 4. 

S'inferisce agevolmente come modificare l'una o l'altra equazione, 
allorché tutte le forze stiano in un piano, e si prenda per riferimento 
due assi ortogonali, od un triangolo tracciati in quel piano. Si scorge 
altresì immediatamente essere le riferite equazioni una estensione delle 
corrispondenti ad un solo punto stabilite nel § 276. 

Le medesime si possono scrivere in altro modo, omettendo anche 
per brevità l'indice v, 

Ognuna delle quali manifesta che nel movimento di un sistema qualsiasi, 
il lavoro ad ogni istante delle for^e d'inerzia, prese con segno contrario, 
eguaglia il lavoro delle jorr^ agenti su i varii punti del sistema (§ 212), 
ciò che costituisce un'altra enunciazione dello stesso principio di D'A- 
lembert. 

331. Equazioni particolari del moto mediante il metodo dei 
MOLTIPLICATORI. — Con l'equazione (i), o (2) che si adotta, devono coe- 
sistere l'equazioni dei legami che dinoteremo L^ = o, L^ = o, . . . , es- 
sendo L| , ^2 > • . . funzioni finite delle coordinate dei varii punti, e del 
tempo, supposto in generale che i legami possano dipendere dal tempo, 
come, p. e., allorché uno dei punti sia costretto a scorrere sopra una 
linea con data legge di movimento. Supponiamo che si adotti la (i), 
ossia che si riferisca il sistema ad una terna di assi ortogonali, una qua- 
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lunque delle h equazioni dei legami, supposto che questi siano in numero 
h, sarà compresa con e= i, 2, . . . , h nella seguente 

ed essendo n il numero dei punti del sistema, devesi osservare che per 
l'equilibrio succennato bisogna sia i < 3 ^> nel caso di fe = 3 n, il mo- 
vimento sarebbe specificatamente determinato. 

Si supponga impresso al sistema uno spostamento virtuale compa- 
tibile coi legami quaU trovansi ad un dato istante /, sicché le coordinate 
di un qualsiasi punto My subiscano le variazioni ^x^j, per le quali dalle 
(3), considerata ì costante, ne vengono le /; derivate 

(4) ZZTr-*^vi = («=i, 2,..., h\ 



in ciascuna esteso il primo sommatorio a v = i, 2, . . . , n, e con ognuno 
di questi valori va esteso il secondo ^ ad i = i, 2, 3. 

Con essQ equazioni (4) si possono eliminare h delle 3 n variazioni 
SjCy. incluse nella (i), rimanendo le altre affatto arbitrarie, sicché l'equa- 
zione risultante dalla eliminazione si scinder! in 3 n — h equazioni par- 
ticolari, con le quali mettendo in coesistenza le date (3), si avranno in 
complesso 3» equazioni, necessarie e sufficienti per la determinazione 
delle coordinate delle posizioni dei singoli punti del sbtema dipendente- 
mente dal tempo /. 

Ad oggetto di ottenere le 3 n equazioni spoglie delle variazioni ^x^j, 
si può adoperare un metodo diretto ed elegante dovuto a Lagrange, 
dello dei molliplicalorì, cioè a dire moltiplicate le (4) per altrettante in- 
determinate \, si addizionino i prodotti con la (i), nell'equazione risul- 
tante tutte le 3 w variazioni X x^^ si possono riguardare come affatto in- 
dipendenti, e riducendo a zero il coefficiente di ciascuna di esse, la me- 
desima si scinderà in 3» equazioni spoglie delle ^Xy,., le quali si com- 
prendono nella seguente terna, con porre successivamente v = i, 2, ..., n, 

(5) <'".T^ = x.. + ^jt;+-+>.j^ = °. 

'"»-jr - -^«^ + ^'i^ + • • • + ^»di;; - °' 

e le medesime non sono che le stesse (7) del § 220^ aggiunta a eia- 
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scuna componente della forza F^ agente sul punto M^ la corrispondente 

d^ X . 
— ^v jJ* della forza d'inerzia. 
al 

Quest'equazioni (5) e le (3), in numero 3 « + i, servono, allorché 
sono date le forze agenti sul sistema, a determinare le coordinate dei 
vari punti in funzione del tempo /, ed a fare conoscere le \f ossia le 
forze dei legami sostituibili alle stesse equazioni (3), giacché come si 
rende manifesto per le medesime (5) si potrà sopprimere il legame e- 
spresso per una delle dette (3), la L^ ad esempio, purché si aggiunga 
al punto M^ una forza, le cui projezioni su i tre assi coordinati sieno 

(6) \Ì^, x/^- ''^^- 



che equivale all'effetto del dato legame sul detto punto, e sì denomina 
perciò la forxji del legame; l'intensità della stessa è data per la formola 

e la sua direzione per l'espressioni risultanti dalle (6) divise per la 
stessa (7). 

La considerazione di quest'ultime forze rende l'equazioni (5) come 
appartenenti a punti isolati (§ 274), ossia come se il sistema fosse com- 
posto da punti interamente liberi, e poiché in esse (5) sono messe espli- 
cite tutte le forze sostituibili alle (3), cosi per le X^.^ devonsi intendere 
comprese le componenti di tutt'altre forze agenti sul sistema che non 
siano quelle derivanti dai detti legami. 

332. Adottando l'equazione (2), cioè riferito il sistema ad un te- 
traedro fondamentale, l'equazioni dei legami sono del tipo 

(8) I.,=/,(x„, x„, x,j, x^^y x„, ... , x,^, = (e = i, 2, ..., h)\ 

maneggiando le stesse e la predetta (2) con procedimento analogo al 
seguito nel prec. §, si perverrà ad ottenere l'equazioni particolari del 
movimento simiU alle (5), e ricavabili altresì dalle (11) del § 221, sur- 
rogando alle componenti X^^ delle forze in quell'equazioni incluse le 
rispettive 

osservando ad un tempo che tra le facce del tetraedro fondamentale e 
le componenti, sia della forza Fy agente su ciascun punto, sia della forza 
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d'inerzia dello stesso punto, han luogo le relazioni 

è da osservare inoltre, come si rilevò per le stesse (11) del § 221, che 
prendendo per riferimento un tetraedro regolare l'equazioni in discorso 
assumono forme ben più semplici, ossia le forme (14) dello stesso § 
(con la indicata surrogazione però alle X^.), e le medesime sono dunque 
incluse nella quaterna seguente, con porre v= i, 2, . . . , h, 

d'x^, ,, . dL. , dL 



tn.^ = ^- + ^^ + • • • + (^r^* 



'VI **^Vl 



le (X, (8= I, 2, . . . , j!?) essendo le forze dei legami, come le suindi- 
cate \ , sostituibili all'equazioni (8), riducendo pertanto la considerazione 
del movimento come se si trattasse di punti isolati. 

Assumiamo, p. e., il sistema di due punti materiali M^ M^ legati da 
un'asta rigida senza massa di lunghezza I, ed obbligati a scorrere senza 
attrito rispettivamente sulle superficie S^ , 5^ , le cui equazioni in coor- 
dinate ^. siano 

/i(5,, ...,5^ = 0, A(5,, ...,5^ = 0; 

queste determinano due equazioni dei legami, e la terza proviene dall'in- 
variabilità dell'asta, cioè a dire si hanno per (8) le tre equazioni 

(i:, = l£,(x.,-x,,y-r = o, 

per (9) vengono otto equazioni particolari del movimento, incluse nei 
due tipi s^uenti con porre i= i, 2, 3, 4, 



(0 



UX^: ,, , dL^ , dL: 



w. 



Siano in ispede 5, una sfera di raggio Ry e centro di coordi- 
nate 0., la cui equazione sia perciò 

i, = Z£'.(^»-0'-*' = o> ovvero I. = Z^^^^ — ** = «>, 
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poste C, = x^. — 0. ; 5, un piano avente per eqmudone, dinotati Q 
i coefficienti dati, 

I, = ZQ^ai = o> ovvero L, = Z^.^a. + ZC.^i = o> 
poste per uniformità alle precedenti segnature C„- = x^. -^ o. ; avendosi 
inóltre per terza equazione dei legami 

L, = lElx.i-=^»y-l' = o, ovvero I, = Zf^CC., - Q'- '' = o, 

in cui ì coefficienti E^ sono forniti dall'espressione (25) del § 28 e sue 
conseguenti, i quali relativamente ad un tetraedro regolare risultano tutti 
eguali a j. 

Con queste equazioni dei legami per le (e) vengono Tequazìoni se- 
guenti del movimento, con i = i, 2, 3, 4 incluse nei due tipi: 

'"• 4f- = ^'^ + -r !*• ^'^ + -f f*» ^'^ - '^'^^ ' 



»», 



d'x 



5^ = -y..-i-f*,Q--ift,(c.,-!:j 



333. Principio della conservazione del moto del centro di 
GRAVITÀ. — Estese l'equazioni (5) del 5 331 a tutti i punti del sistema *), 
e sommate tutte quelle che riferìsconsi ad uno stesso asse, si ottengono 
tre equazioni incluse nella seguente, soppresso per brevità l'indice v, 

(IO) I«»4f = ^^' + 2:x' o=».».3). 

intendendosi con Z ^\ ^^ somma delle projezioni sullo stesso asse delle 
forze dei legami corrispondenti all'equazioni (3) del menzionato §; e se que- 
sti siano a resistenze bilaterali (§ 207), al pari delle forze interiori, attrat- 
tive o repulsive tra i vari punti del sistema, poiché le projezioni su di un 
asse di due forze conjugate sono eguaU e direttamente opposte, la somma 
delle projezioni di tutte codeste forze per ciascun asse è nulla, e perciò 
le precedenti equazioni riduconsi semplicemente alle 

00 Z'"-^==Z^.- 0=1.2,3), 

Z-^i comprendendo soltanto la somma delle projezioni delle forze este- 
riori applicate al sistema. 

Intanto, considerato il centro di gravità G, di cui sieno l. le coor- 



*) AwsrUnia.^^Sì correggano, sopprìmendo eso in fine di ciascuna equazione. 

F. CAtmiiBà. — MictMmta, vid. II. 27 
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dinate, e designata M la massa totale del sistema, perla(i)dal5i40 
si ha l'equazione 

che diffe.enziata rispetto al tempo t dà 

per cui mezzo Tequazioni (ii) diventano 

(12) M-j^-'^X, (i = i. 2, 3), 

e queste, confrontate con le (5) del § 274, statuiscono il seguente 

Teorema. — // centro di gravità si muove come un punto materiale 
avente per massa quella stessa di tutto il sistema, e sul quale agiscano 
for:^e equipollenti a tutte le jor-;^ esteriori applicate al sistema. 

In questo teorema consiste il principio della conserva:^one del movi- 
mento del centro di gravità, che molto semplifica lo studio del movimento 
dei sistemi. 

334. Teoremi sulle projezioni e su i momenti delle santità 
DI movimento. — L'equazioni (11) moltiplicate per dt si presentano nella 
forma 

integrando tra i limiti t^ e t del tempo si ha 

(.3) [z»4f];=z/;x,.,, 

donde il 

Teorema I. — La quantità di cui varia la somma delle projezioni 
sopra un asse delle quantità di movimento di tutti i punti del sistema, du- 
rante un intervallo di tempo finito t — t^y è eguale alla somma delle im- 
pulsioni, durante lo stesso tempo, delle for:^e esteriori progettate sopra il me- 
desimo asse. 

Riprese le sudette equazioni (5) del § 331, in ispecie le prime due 
che, soppressovi l'indice v, scriviamo 

d'x , d^x 

^"-^=-^1 + -^^ ^^'J^ = ^2 + Ky 

intendendosi, come rispetto alle (io), per X^ , X^ le projezioni sugli assi 
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Ox^y Ox^ della forza esteriore agente sul punto in considerazione, e 
per XI y X'^ le rispettive delle forze di ogni specie dei legami, comprese 
quelle di attrazione o repulsione, se si moltiplicano le stesse rispettiva- 
mente per — x^ ed x^ , indi si sommano, risulta 

m^x^-^ — x,-^J = x,X, — x,X, + x^X[ — x^X[y 

e da questa equazione, estesa a tutti i punti del sistema, viene 

Se i legami siano a resistenze bilaterali, come d'ordinario, le forze 
ad essi sostituibili, al pari delle forze interiori relativamente ai vari punti 
del sistema, sono a coppie forze coniugate, sicché la somma dei mo- 
menti rispetto ad uno stesso asse di tutte codeste forze, che a due a due 
sono eguali e di segni apposti, è nulla, perciò ^ (x, X'^ — x^ X^ = o, 
e la precedente equazione si riduce alla 

ed altre due sono da questa deducibili con le successive sostituzioni cir- 
colari negl'indici (123), dalle quali tre equazioni risulta il seguente 

Teorema ET. — In ogni sistema in tnovimentOy la derivata della somma 
dei momenti delle quantità di movimento dei vari puntiy presi per rapporto 
ad un asse qualunquey è eguale alla somma dei momenti delle forzs^ esteriori 
rispetto allo stesso asse. 

Integrata la stessa (14) tra i limiti t^ e t del tempo, designate Xy| 
le coordinate dei vari punti all'istante /^, viene 

(15) < 



= ^j {x^x^ — x^x;)dt. 



ed altre due equazioni dalla medesima conseguibili con le menzionate 
sostituzioni n^l'indici, e donde risulta (5 131) quest'altro 

Teorema HI. — L'accrescimento, in un intervallo di tempo finito t — t^, 
della somma dei motnenti delle quantità di movimento di tutti i punti del 
sistema, presi per rapporto ad un asse fisso^ eguaglia la somma dei mo- 
mentiy rispetto allo stesso asse, delle impulsioni delle for:^e esteriori, durante 
U medesimo intervallo di tempo t — t^. 
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Infine osserviamo che, essendo ^, le coordinate del centro di gra- 
vità G del sistema^ ed x. quelle di ogni altro punto P relativamente agli 
assi fissi Xj ) se per G quale origine vi sieno tre assi coordinati Gx'.y ì 
quali si mantengano costantemente paralleli ai rispettivi Ox. , e relati- 
vamente agli stessi sieno x|. le coordinate del predetto punto P, fra le 
une e le altre avendo luogo le relazioni 

x. = 5.« + <. (»=si, 2,3), 

dinotata m la massa di P, si ottiene 

Z/ dx^ dx. \ 

la quale equazione, attesocchè G è Torìgine delle coordinate x'., conse- 
guentemente ^ m xj = o, ^ m ^ ' = o, designata M Tintera massa 
del sistema, si riduce alla 

Z/ dx. dx. \ 

"•('■-jf- - '■-di-f 

ed altre due simili derivano mercè le sudette sostituzioni negl'indici ; per 
le quali tre equazioni va stabilito il seguente 

Teorema IV. — La somma dei momenti delle quantità di movimento 
per rapporto ad un asse fisso è eguale alla somma dei momenti delle quan- 
tità di movimento per rapporto ad un altro asse parallelo condotto pel centro 
di gravità, aumentata dal momento rispetto al primo asse della quantità di 
movimento della massa totale del sistema come condensata nello stesso centro. 

Stante le relazioni x^ = 5^ + x\ , pel secondo membro (14) sì ha 

d'altro canto avendosi 

dt ^ V» àt '^^ dt ) 
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dalle stesse (i4)> (i6) risulta l'equazione 

335. Teorema delle aree, piano del massimo delle aree. — Se 
esiste un asse Ox^^ pel quale il secondo membro della (14) sia nullo, 
ossia che la somma dei momenti delle forze esteriori rispetto a quest'asse 
sia nulla, integrata la stessa si ottiene, indicata c^ la costante, 

(.8) I''(-.^^— .^) = v 

ovvero, riferendo il movimento projettato sul piano x^Ox^ a coordinate 
polari r, 6, prendendo Ox^ per Tasse polare, pel polo, sicché siano 

x^ = r cos 6 , x^ = r sen 6 , 
per la stessa equazione (18) viene 

e questa integrata tra i limiti i^ e t del tempo dà 

(19) zr^r^de = .^0-O, 

equazione che esprime il principio delle aree nel seguente 

Teorema. — La somma delle aree descritte dalla projeT^ione del raggio 
vettore di ciascun punto su di un piano normale alPindicato asse Ox^, mol- 
tiplicate rispettivamente per le masse deglj stessi punti, varia propor^^ional- 
mente al tempo. 

Allorché le direzioni delle forze esteriori passano pel punto 0, sic- 
ché tutte codeste forze riduconsi ad una sola passante anche per 0, 
ovvero, con maggiore generalità, se si suppone che le dette forze sieno 
tali, che le somme dei loro momenti presi per rapporto a tre assi or- 
togonali condotti per sieno nulle, perciò nulla la somma dei momenti 
di esse forze per rapporto a qualsiasi altro asse passante per 0, ne se- 
gue che per ciascuno dei tre piani coordinati sussiste la (19). Dinotata 
<T^„ l'area descritta nella durata di tempo t — t^ dalla projerione del 

raggio vettore M^ sul piano x^Ox^, sicché m^ (t^^ = y 1 mr^dÒ , 

relativamente a questo piano per requa;done (19) può scriversi, omet- 
tendo sempre l'indice v. 
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e due altre simili relazioni sussistono per gli altri piani coordinati, de- 
ducibili dalla stessa (20) con le indicate sostituzioni circolari negl'indici, 
essendo le c^, c^j parimenti che la c^ , quantità costanti. 

Nelle condizioni anzicennate, si consideri un piano qualunque % 
condotto per 0, dei cui angoli coi piani coordinati designiamo i coseni 
a.(ir= I, 2, 3), cioè a^ il coseno dell'angolo col piano x^Ox^y che è 
^uale all'angolo tra la perpendicolare OP al piano tt con l'asse Ox^, ed 
analogamente per a^ , a^ ; si dinoti g^ l'area descritta dalla projezione del 
raggio vettore M^ sul piano w nella durata t — t^, essendo perciò 

risulta, omettendo l'indice v, 

Considerato il vettore G condotto per 0, il cui valore sia dato per 
l'equazione 

(21) G'=Z^:, 

e la sua direzione formante con gli assi coordinati Ox^ angoli, i cui co- 
seni ^j sieno determinati per la relazione 

(22) c,= G^i (i = I, 2, 3), 
designato altresì x l'angolo tra questo vettore G e la suindicata retta 
OP, sicché 

cos)c = 2!a;Pi, 

per la precedente espressione di ^wa viene 

(23) ^m(J = -i G(/ — O cos X ; 

donde emerge che ^ma diventa massima quando x = o , ossia allor- 
ché TT é normale all'indicato vettore G, e codesto piano, la cui posizione 
é indipendente dalle forze esteriori agenti sul sistema, dicesi piano del 
massimo delle aree, od anche piano invariabile^ la cui equazione risultante 
dalle superiori designazioni é 

(24) ^c,x. = o. 

Colle premesse condizioni riguardo alle forze esteriori, se si consi- 
derano le quantità di movimento come forze, l'equazione (18) si può 
interpetrare per l'espressione d'essere costante la coppia che risulta dalle 
quantità di movimento projettate sugli assi Ox,, Ox,, e la costante c^ 
determina su Ox^ l'asse deUa stessa coppia (§ 108); ciò valendo per 
ognuno degli assi coordinati, ne deriva che il vettore G costituisce Tasse 
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della coppia risultante di tutte le quantità di movimento del sistema, 
ed in conseguenza il piano di essa coppia è appunto il piano invariabile 
o del massimo delle aree. 

336. Teorema delle forze vive. — Riprendiamo l'equazioni (j) del 
§ 331, moltiplicate le stesse per dx^y dx^y dx^y e sommati i prodotti, 
con omissione sempre dell'indice v, distinte altresì come per le (io) le 
^X. , X-^i» atteso la relazione 



risulta 

mv 



»-=z(4f)" 



a 



Quest*equazione costituisce il principio delle forze vive pel punto 
Afy , sommando tutte le analoghe pei vari punti del sistema si ha 

(25) dJ^^ = XLX,dx,-[-Zi:X\dx„ 

e chiamando, secondo Leibnffz, la ^tnv*, somma delle forze vive dei 
diversi punti, la forgia viva totale del sistenuty la stessa equazione (25) 
si traduce nel seguente 

Teorema. — La differenziale della semiforia viva totale t eguale alla 
somma dei lavori elementari di tutte le for:^e agenti sul sistema. 

Ma il lavoro delle forze dei legami che siano a resistenze bilaterali 
è nullo (§ 215), dunque per lavori di tutte le forze agenti sul sbtema 
s'intende delle forze esteriori, e delle forze interiori se il sistema non 
sia rigido; inoltre la sostituzione delle dx^ alle variazioni ^x^ suppone 
che pel movimento virtuale, su cui si fonda l'equazione d'equilibrio tra 
le forze perdute, si prenda lo stesso movimento reale del sistema ese- 
guito nell'elemento di tempo dt, ciò che vale a supporre i legami dei 
vari punti indipendenti dal tempo, quindi a riguardare la t quale co- 
stante, se sia esplìcitamente compresa nelle rispettive equazioni. 

Allorché esiste una funzione delle forze, talmentechè la somma dei 

lavori elementari di tutte le forze esteriori ed interiori sia la differenziale 

totale di una certa funzione t7(x„, x,^, x^^ , . . . , x^^) delle coordinate 
dei punti del sistema, si ha 
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designata h la costante delle forze vive, da determinarsi rimontando allo 
stato iniziale del movimento. 

L'integrale primo cosi ottenuto è Tintegrale delle forze vive; af- 
finchè il medesimo sussista bisogna, senza essere mica sufficiente, che le 
forze esteriori ed interiori fossero dipendenti unicamente dalle posizioni, 
e non già daUe velocità dei vari punti del sistema, e che perciò si di- 
cono for:(e posi^iionalù 

Supponiamo, p. e., che il sistema in movimento sia costituito da 
n punti liberi, di masse m, , m^ , . . . , i quali si attraggono scambievol- 
mente in ragione delle masse e di una data potenza e delle rispettive di- 
stanze ; che tutti codesti punti inoltre siano attratti secondo la stessa legge 
da un centro fìsso di massa (jl. Poiché, considerati due d^li n punti, 
distinti dagrindìci fc, ky dei quali sia r^^ la scambievole distanza, il lavoro 
elementare dell'azione reciproca (§ 213) è espresso da — f^h^k^U^^hh* 
designando / la forza unitaria; dinotate p, , p, , ... le distanze dei punti 
in movimento dal centro 0, pel lavoro elementare della forza di attra- 
zione di ed un punto M^ sì ha — /(x m^ pj ^ Pv ; dietro tutte queste de- 
signazioni, pel teorema delle forze vive risulta l'equazione 



m„i/f 



Integrata la stessa con designare K la costante, si consegue 

esteso il sommatorio Z ^^^ primo membro a v = i , 2, . . . , w, e pa- 
rimenti pel primo termine del secondo membro, quanto però al secondo 
termine si darà al gruppo hk degl'indici successivamente tutte le com- 
binazioni binarie semplici dei numeri (i, 2, , , . , ;/). 

Ritenuta per legge di attrazione la Newtoniana, perciò e = — 2, 
risulta 

Teorema di Kobnig sulle forze vive. — Essendo x. le coordinate 
rispetto agli assi fissi Ox. di un elemento m del sistema, ^. le coordinate 
del centro di gravità G, ed x[ le coordinate dello stesso elemento m 
relativamente ad una tema di assi Gx[ condotti per G, che si manten- 
gono costantemente paralleli ai rispettivi assi fissi, avendosi perdo 

X. = 5.. -hxj (»=i, 1, 3), 
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si ha per la velocità v del detto elemento l'espressione 

«■=i(#+#)=z(4!^)-+i(#)+.z^#. 

ed essendo V la velocità del centro di gravità G, quindi V* = ^l -^ j , 

supposto che il sistema abbia un movimento rotatorio attorno del detto 
centro, sicché dinotata v' la velocità dell'elemento m in tale movimento 



relativo, sia v'* = X ( j/ ) > per la precedente espressione vi 



viene 



.' = P + .'« + .l^.^; 



cons^uentemente risulta per la forza viva totale del sistema 

nell'ultimo termine esteso il primo sommatorio ^ ad i = i, 2, 3, ed 
il secondo per uno stesso valore della i esteso a tutti i punti del sistema, 
intanto essendo G Torigine delle coordinate x\ si hanno ^mx] = o> 

^ m —jj- = o, e Tuldma equazione si riduce alla 

(27) X^v' = M V + Xmv^\ 

che si traduce nel seguente 

Teorema (dovuto a Koenig). — La for%a viva di un sistema t er 
guale alla for^a viva delVintera massa supposta condensata nel centro di 
gravitày aumentata dalla for^a viva del sistema nel movimento rotatorio at- 
torno lo stesso centro. 

3 37. PRiNapio DELIA MINIMA AZIONE. — Allorquando nel movimento 
di un sistema qualunque abbia luogo il principio delle forze vive, esi- 
stendo una funzione U delle forze, quindi la relazione (26), se si mol- 
tiplica la velocità di ciascun punto per la sua massa e per ^elemento della 
rispettiva trajeltoria, la somma di tutti questi prodotti tra due date posi:^iom 
A , A del sistema^ corrispondenti ai tempi t^ e t, ossia V integrale 



(28) 



/= / ^mvds = I ^mv^dt 



generalmente sarà un minimo, ciò che si esprime pel 

Teorema. — U integrale del prodotto della jor%a viva totale del sistema 
per l'elemento del tempo, tra due date posi:^ioni, è generalmente un minimo. 

F. CàLPAMKA. — Mttt t mta, voi. n. a8 
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In generale avrà un valore minimo, ma in alcuni casi invece po- 
trà assumere un valore massimo ; quello che si dimostra è soltanto che 
la sua variazione infinitamente piccola sarà sempre nulla, e la dimostra- 
zione di questa proposizione per un sistema qualunque è una generaliz- 
zazione di quella data nel § 280 per un solo punto. 

Infatti^ avendosi 

e stante la (k) del § 278 viene 

J^fnivds = ^mvivdi=-j^mi.v*di = J^dt^X^^x., 
d'altro canto essendo 

riunite le due parti si ottiene 

ma per la (i) del § 330 l'ultimo termine del secondo membro è nullo, 
si ha perciò 



*/=[i(i»^*.)];, 



alle date posizioni A^y A del sistema le variazioni ^x. sono nulle, dun- 
que risulta sempre, com'era a dimostrarsi, 

11=0. 

In natura pertanto un sistema di corpi, od insieme di punti mate- 
riali in movimento, si trasporta da una posizione ad altra spiegando la 
minore quantità possibile di forza viva. 

Allorché nessuna forza sollecita il sistema, la forza viva dello stesso 
è costante, ed in conseguenza si ha 

(29) /= f Xmv'dt = c(t — Q, 

essendo e una costante, e ne risulta che / — t^, ossia che il tempo del 
tragitto è minimo. 
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IL — Equazioni di Lagrange, principio di Hamilton, 
equazioni canoniclie, teorema di Jacobi. 

338. EoyAziGNi DI Lagrange. — Specificate requazioni (5) del § 331 
ai valori di v = i, 2, ...,«, si moldplichino per le rispettive variazioni 
Sxy. e si sommino i prodotti, risulta 

•••+>.ZI^K.. 

i primi sommatori ^ essendo estesi a tutti i punti del sistema, ed i se- 
condi per ciascun valore di v vanno estesi ad i = i, 2, 3 ; ma atteso 
le (4) del citato § i moltiplicarori delle ^, , ^^ , . . . , \ sono tutti nulli, 
stante le condizioni premesse in detto § intorno all'equazioni dei legami, 
con tali condizioni dunque, ed omesso per brevità l'indice v, l'ottenuta 
equazione si riduce alla forma 

si ritorna pertanto all'equazione generale del movimento (i') del § 330, 
in cui come fu già osservato il secondo membro esprime il lavoro di 
tutte le forze agenti sul sistema in uno spostamento virtuale compatibile 
coi legami. 

In essa equazione, come si osservò nel § 284, è 

i sommatoli X estesi ad i = i, 2, 3, ed essendo v la velocità del punto 
preso in considerazione, poiché 

mv* m / dx. \* 

"T"~^"2"V"5r/' 

ne segue che 2. Z. \ j/ 1 esprime la semiforza viva totale del 

d X- 
sistema ; dinotandola T, e posto x\ = , * , vengono 




aio PAXTB vff sn. il — dinamica dbi sistbml 

quindi per la (i) risulta, soppresso per brevità l'indice v , 

il primo sommatorìo ^ si riferisce a tutti i punti del sistema, distinti 
dall'indice soppresso v = i, 2, . • . , n, e per ciascuno di questi valori 
il secondo sommatorìo va esteso ad t = i, 2, 3. 

Intanto, supposto che le coordinate cartesiane Xy. , le quali fissano 
le posizioni dei vari punti del sistema ad ogn'istante, siano dipendenti 
dal tempo t, e da altre coordinate qualsiansi ^ ^ non aventi alcun legame 
fra loro, secondo date relazioni 

(3) ^w = ?..0> 9xy ?a> •••> y*)> 

intendendosi che in generale sìa i^ <C 3 ff ; quindi, soppresso l'indice v, 
designate con un accento e con doppio accento le derivate prime e se- 
conde rispetto a t delle predette x.^o di altre variabili dipendenti dal 
tempo, per le (3) si hanno 

e per gli spostamenti wtuali ix^y non dipendenti dal tempo, 

(5) »-,= I^««. = Z^>».- 

Sostituendo le (4) nell'espressione di T, questa diventa funzione 
delle q^y q'^, e del tempo /, il quale devesi considerare quale costante 
nella ST, perciò si ha 

i sommatorii in questa equazione e nella precedente essendo estesi a tutti 
i valori I, 2, ... di A ; in conseguenza dalla stessa (5) risulta 

inoltre, se si suppone le X. esprimibili per le x. , come avviene sempre- 
chè esista una funzione delle forze, mediante le (3), (5) sarà facile tra- 
sformare XX-^i^^i ("^ ^^^ devesi riguardare t cosante) in un poli- 
nomio della forma ^ 2* ^ ?» > essendo Q» funzioni delle J, >?,,••-, ?» • 
Adunque risulta dalle precedenti osservazioni essere l'equazione (2) espri- 
mibile come segue: 
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e raccogliendo i termini affetti dal fattore ^q^^ si ha 

^ / d dT dT ^\k 

la quale equazione, poiché le q^y q^, . . . , q^ non hanno alcun legame 
fra loro, quindi le iq^^ sono affiitto indipendenti, si scinde nelle k equa- 
zioni particolari s^uenti 



(0 



dt dq\ dq, ^'-"^ 



(t = I, 2, . . .), 



che sono quelle stesse date da Lagrange, estensione delle (4) del % 284 
relative al movimento di un solo punto. 

Allorché esiste una funzione delle forze U(x„, x^^, . . . , x^^), tal- 

menteché sia XX^ì^^ì = ^ ^> poiché sostituendo per le x^. le (3), 
la U diventa funzione delle q^ t òì i^ dovendosi questo ritenere quale 
costante nella formazione di ^ £7, cosi nell'equazioni (6) alle Q^ si do- 
vranno sostituire le derivate parziali -? — • 

àqu 

339. Applicazione. — Per un esempio intorno alla formanone delle 
riferite equazioni (6), consideriamo il movimento nel vuoto, e fatta astra- 
zione del moto della Terra, di un pendolo doppio, costituito cioè da due 
punti pesanti A^j A^ ài masse m, , m, , attaccati a due punti di un filo 
flessibile ed inestensibile, senza massa, di cui un'estremità é ritenuta da 

un punto fisso (fig. 94), essendo a^ , a^ le 
lunghezze OA^y A^ A^ delle due porzioni del 
filo, e supposto che il movimento avvenga nel 
piano verticale passante per O e le posizioni 
iniziali dei due mobili. In esso piano sia presa 
la verticale passante per per asse Ox^ dal- 
l'alto in basso, cioè nel senso stesso dell'acce- 
lerazione g dovuta alla gravità, essendo l'o- 
rigine, quindi la orizzontale Ojc, é il secondo 
asse ; nella posizione al tempo / del pendolo, sieno 9, , f ^ gli angoli che 
OA^y A^A^ formano con la direzione verticale Ojc, , si riconosce facil- 
mente aversi per le coordinate dei punti A^y A^y l'espressioni 

x„ = tf,sen9,, ^» = ^,cos9,, 
^« = «.sen?, + ^.sen9,, x^ = a, COS9, + a,cos9., 



^V: 9* 




222 PARTE IV, SBZ. n. — DINAMICA DEI SISTEMI. 

con le quali si forma l'espressione della semi/orza viva del sistema, presi 
T. > ?, P«f le variabUi q,, q^, 

r = -i- m. a>;' + -f OT, [fl* 9;* + a\ f'^ + 2 «. a, f[ <f[ cos (9, — 9.)] , 

e dalla stessa si deducono 

dT dT ' ' r ^ 

77- = 7^ = "».«.«,?.?» sen (?, — ?.) . 

dT dT ' ' r ^ 

7^ = -^ = - «,«.«,?. ?. sen (9. - 9.) , 

77- = -JTT = »».<?', + »»,K?.' + «.«,?l«>s(9, -9,)J, 

77- = 7^ = »»,[«,?, + «.«,?. cos (9, — 9.)], 

e poiché il lavoro della gravità per uno spostamento virtuale è 

8C7= — m,?a,sen9,S9, — w,^(<i,sen9,S9, + a,sen9,X9j, 

con questa espressione e le precedenti si ottengono per le richieste equa- 
zioni (6) 

("». + »»J «. -77- + ♦», '», cos (9, — 9.) -^ 
j — "',«,sen(9, — 9,)^-^j + («. + m,)^sen9. = 0, 

». cos (9, - 9.) -^ + a,-^ + a. sen (9, — 9.) (-jf) 

+ ^sen9, = 0. 

540. Principio di Hamilton. — Essendo T la semifor:^a viva totale 
del sistema al tempo t, tU l'espressione differenziale del lavoro virtuale 
delle for%f. agenti sullo stesso, non comprese quelle provenienti dai legami, 
ed essendo i^, <, due epoche qualunque, l'integrale 



£ 



sarà nullo per tutti gli spostamenti nell'intervallo t^ — t^ compatibili coi le- 
gamiy se gli spostamenti ussano alle dette epoche t^^t^, ossia se le posiT^ioni 
del sistema a codeste epoche siano fisse. 

É questo il principio di Hamilton, dimostrato nel § 286 reladvainente 
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al moto di un solo punto, e che per un sistema qualsiasi va dimostrato 
analogamente; infatti, avendosi (§ 338), omesso per brevità l'indice v, 

integrando per parte viene 

e poiché la prima parte di questo int^rale è nulla, stantechè ai limiti 
sono nulle le $jc. , d'altra parte si ha 

per l'integrale / si consegue 

ma l'espressione sotto il segno d'integrazione non è che il primo membro 
dell'equazione (i) del § 330, è dunque vera l'eguaglianza 

(7) /= r'(Xr + SC7)d/ = o. 

Dipendentemente da questo principio si ottenne l'equazione (6) del 
§ 286 includente l'equazioni di Lagrange, (4) del § 284, pel moto di 
un solo punto, vediamo ora come lo scesso principio conduce alle me- 
desime (6) del S 33^9 ^0^ all'equazioni di Lagrange riguardo al movi- 
mento di un sistema qualsiasi. Se alle coordinate x^. si sostituiscono le 
q^ mediante le relazioni (3) dello stesso § 338, nelle quali se entra e- 
splicito il tempo /, questo devesi considerare quale costante pel consegui- 
mento delle derivate, pertanto si hanno, egualmente che nel menzionato §, 

quindi viene per la (7) 



ma 



r^ dT ^ T' 1"-^ d dT . . 
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e stantechè la prima parte di questo integrale è nulla, essendo le ^g^^ 
nulle ai limiti, per la precedente equazione, cambiando il segno al primo 
membro, si ha dunque 

la quale, poiché fra le ^j non esistono legami, perciò le X q^ sono arbi- 
trarie si scinde nelle succennate (6) del § 338; si riconosce pertanto 
che, con le stabilite premesse, dal principio di Hamo-ton sopra esposto 
derivano l'equazioni di Lagrange. 

341. Equazioni canoniche o di Hamilton. — Supposto che esista 
una funzione delle forze f7=:(p(x„, x^,, ..., x^^), talché iU=^^X.^x.y 
sostituendo alle x^. le q^ mediante le (3) del § 338 (nelle quali, come 
si é detto, se il tempo / entra esplicitamente, devesi considerare quale co- 
stante nelle derivazioni S), la U diverrà funzione delle qj^ , e sarà perciò 

per le stesse sostituzioni si ottiene la semiforza viva totale T espressa 
nelle ^^, ^J^, e se si pone 

-j-r =Pu (* = i, 2, . . .), 

mediante quest'equazioni si conseguiranno le q[ in funzione deUe pj^ , ed 
introducendo le stesse nella T questa diverrà funzione delle y^ e p^ , per- 
tanto la T si può riguardare ad un tempo e come funzione delle Jj , ?i , 
e quale funzione delle q^y p^- 

Nel primo caso le sue derivate parziali si dinoteranno con la carat- 
teristica usuale dy e nel secondo con la $, sicché nell'un caso e nell'al- 
tro si hanno 

si osserva d'altro canto che, essendo ^ = ^ X — ^'»* > ^i ^^ X "T"^ ^** 



2 • ' • ^ dq, 
la stessa T è funzione omogenea di secondo grado nelle q\ , in conse- 



= 0, 
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guenza si ha 

e di seguito 

Sottraendo questa equazione dalla somma delle (b), si ottiene 

e poiché tanto le dq^ fra loro, quanto le dpj^ rìspetdvamente, sono af- 
fatto arbitrarie, il coefficiente di ciascuna di esse differenziali dev'essere 
identicamente nullo, risultano pertanto 

Si osser\^a inoltre che la funzione U non contenendo le pj^ , nelle 
sue differenziali parziali si potrà adoperare indistintamente Tuna delle car 
ratteristiche dei, perciò l'equazioni di Lagrange si commutano come 
segue 

dt dq\ dq, dq, " d/ "*" ^g^ J?» ~^' 

ed introducendo, secondo Hamu^ton, la funzione H= T — U, stante 

la seconda (c\ attesoché essendo -j — = o sì potrà estendere alle dif- 

dpk 

ferenziali di H relativamente alle p^^ la caratteristica d, ne derivano per- 
tanto le seguenti ik equazioni canoniche, o di Hamilton: 

^^^ dt dp^' dt dq^ (*-i. a, ...). 

essendo 

(io) ^ = K?.> ?a> •••,?*>/>,>/>., •••>/>*) 

una funzione delle 2 k variabili q^^ p^y che bisogna sapere calcolare con 
precedenza. 

342. L'equazioni di Lagrange sono di secondo ordine, ed U sistema 
canonico, com'è palese, vale a surrogarle con equazioni di primo ordine, 
tutte volte che pel movimento in considerazione abbiano luogo le con- 
dizioni sopraindicate. A schiarimento della formazione delle relative equa- 
zioni, prendiamo ad esempio U t T aventi le seguenti forme (confr. 



n 



3a6 PAKTB nr, sbz. il — dinamica dbi sistbml 

» — Il ■'■ I ■ ■ Il I II III II. — ■ — 

Appell, Trattato di Meccanica raz., t. 2**, pag. 403, 404) : 

C7 = — ^/cosO, 
r=== y [5'* + V* + (/'sea^e + .*)e'* + ^sen^ef • + C(9' -f f cosey], 
essendo (, «i, f , 4^» ^ cinque variabili, alle quali si faranno corrispondere le 

A T 

9,> 9t> ?, . ?4 . ?j . pertanto per le p^ = -^-r si hanno 

al 

..J /'. = 5', /). = V, /», = C(9' + 4''cose), 

W j |,^ — ^sen*ef + Ccos6(9' + f cos6) , p^ = (I* sen* 6 + ^ «', 

dalle quali equazioni inversamente si conseguono 

l'=p,, V=/.,, ?' + fcose = p,:C, 
<j(' = (p^— />jCose):^sen*6, 6' = /»j : (I* sen* 6 + ^) , 
e di seguito 

^-TL^-+^» + rsen»6 + ^+ ^sen'e +-c J + ^'*'°'^» 

con queste espressioni si formano l'equazioni canoniche, comprese nei 
due gruppi seguenti 

dl__dH__ d-n _dH _ 

dt ~ dp^ ~^" dt ~~ dp^ —•''»' 

fA } Al. — éJL — _ (;>4 — Pi cos 0) cos e p^ 

^^ ^ dt ~ dpj~ ^sen"e "^ C ' 

di( _ dH _ j>4 — /), cose dò _dH _ /), . 

dt~dp^~ ^sen'e ' d« ~~ ipj ~/'sen'0-|-^' 

dt ~ di °' dt d-n °' 

Ah.--ÈIL-n ^-_M_n 

dt ~ d<f ~ ' dt ~ d^ ~ ' 

dpf _ _dH^ _ t* sen cos e /)^ 
dt ~ dò ~ (/' sen' e + ^y 

_ (p,-p,cose)(p -j,,cose) ^ i^^ 

-rfsen'O * * 

Le prime quattro equazioni (/), dinotandosi e, , e, , c^ , c^ quattro 
costanti, danno 



(D 
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portando questi valori nelle prime quattro equaàoni (d), vengono i se- 
guenti integrali primi 

A sen' e f + C cos 6(9' -|- f cos 6) = c^ , 

e con gli stessi mettendo in coesistenza Tintegrale delle forze vìve, (26) 
del § 336, cioè 

H = h, 

si hanno tutte l'equazioni bisognevoli allo esame del caso da Appell 
considerato (n° 473, Op. cit.). 

343. Teorema di Jacobi. — Il medesimo si applica all'equazioni di 
forma canonica (9) del § 341, nelle quali è H una data funzione delle 
iky P%y ^ ^^I tempo t per maggiore generalità, ossia 

(11) H=F(l, ?,,..-,?*,/>,, ...,/>J, 

e si diranno : la t variabile indipendente, le qj^ variabili principali, e le pj^ 
(con pari indici alle qj^ variabili conjugate, cioè p^ conjugata a 9, , e 
via di seguito; ed ceco l'enunciato del 

Teorema. — Allorquando l'equaTyoni difftrenxiali, nelle quali si tra- 
duce un problema di Meccanica, possono ridursi alla forma canonica, esiste 
sempre una certa fun:^ione 

della variabile indipendente, delle variabili principali, e di altrettante costanti 
arbitrarie ol^ (ben diverse di quelle che si possono introdurre per semplici 
addizioni), della quale le derivate relative alle q^ eguagliate rispettivamente 
alle p^ porgono gVintegrali di k equazioni (9) suindicate, e gl'integrali delle 
altre k equa^^oni dello stesso sistema si ottengono eguagliando le derivate di 
detta funzione rispetto alle ol^ a novelle costanti arbitrarie \ ; dot a dire 
i due gruppi di eguaglianze 

03) 

dj^_. dV^_ dV _ 

àq, ~^'' dq, -^'' '--'T^-^*' 

costituiscono gl'integrali dell'equazioni (9). 

Tale funzione V, che dicesi la funzione caratteristica del sistema ca^ 
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nomo, deve soddisfare all'equazione di condizione 

^ ^ àV , p/ dV dV\ 

ossìa, essendo V una soluzione di questa equazione alle differenziali par- 
ziali, le (13) saranno gl'integrali generali delle (9). 

Ed in vero, se le (13) siano grbtegrali delle (9), devono essere 
verificate dalla (14) associata alle stesse equazioni differenziali proposte, 
indipendentemente delle costanti arbitrarie a^^ , ^^\ ora, poiché l'equazione 
(14) a mezzo della seconda linea (13) si traduce in 

dV dV 

e le sole p^ quali derivate della V rispetto alle q^ contengono le aj^ , dif- 
ferenziando l'ultima equazione rispetto ad a^, una qualsiasi delle predette 
arbitrarie a^, si consegue 

d^V . ^ dH dp, _ 
dtdoL, '^ ^ dp. doL, —^' 

il sommatorio ^ esteso ad e = i, 2, . . . , ft; ma per la seconda linea 
(13) si hanno 

A _ ^'^ 

dx, — dq.doL^ (._i, 2, ...,t), 

con queste eguaglianze k precedente equazione si trasforma in 
. ^ d*V , ^ d*V dH 

D'altro canto si osserva che, essendo V fuimone delle sole variabili 
U 9s* • * ■ > 1k» ^ ^ differenzia rispetto a queste variabili la 

a ottiene 

tPF ,, , d*V , , , d'F . 

-du^^'-^-d^J^/i'-^ '•■ +'7^:17/^^ = ''' 

donde l'equazioni 

il sommatorio 2! ^ questa, parimenti che nelle (16), con uno stesso va- 
lore della i va esteso ad « = i, 2, ...,*; tale sistema delle k equa- 
zioni (17) non differisce dal sistema (16) che pel cangiamento delle 
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—^ nelle -i — , sicché sì può riguardare questi due gruppi di quantità 

come soddisfacenti ad uno stesso sistema di equazioni lineari, e devono 
perciò a coppie essere eguali, il primo gruppo deirequazioni (9) resta cosi 
verificato ; adunque, se la funzione V soddisfa all'equazione di condizione 
(14), Tequazioni 

sono gl'integrali dell'equazioni del primo gruppo (9). 
In secondo luogo, differenziando l'equazione 

viene 

e di seguito 

di dq.di ~ ^ dq^dq, di ' 

dq. dH . . , 

ma --1^ = --r— , dunque si ha 

^^ dt ~ dq.àt "^ ^ dq^dq,' dp, * 

il sommatorìo ^ esteso za t = i, 2, . . . , k. D'altra parte, derivando 

dF 
la (i 5) e la />, = -3 — rispetto alla q^ , si ottengono 

^ d'V dH . y dH dp, dp, _ d^V 

°- dq.dt + dq, '^^dp,' dq, ' dq, " dq,dq, ' 

e con la sostituzione dell'ultima equazione nella prima risulta 

f N _ d*r . dH . y d*F dH 

^'^^ °- dq,dt -^ dq, '^ ^ dq,dq/ dp, ' 

il sommatorio ^ esteso come innanzi. Sottraendo quest'ultima (19) dalla 
(18), vengono l'equazioni canoniche in secondo gruppo (9), ossia 

dt ~ dq, (*-^a *). 

gl'integrali di esse equazioni sono dunque forniti dalle rispettive egua- 
glianze in seconda linea (13). 

Il teorema di Jacobi si trova cosi dimostrato, e l'integrazione del 
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sistema canonico (9) si riduce alla soluzione dell'equazione alle differen- 
ziali parziali (14). 

344. Allorché in H non figura la variabile indipendente /, doè a 
dire che in essa funzione non entra esplicitamente il tempo» avendosi in 
tale caso 

i sommatorii ^ estesi a tutti i valori i, 2, . . . di ^^ con la sostituzione 
delle dq^ ^ dp^ fornite dalle (9) risulta dH = o, quindi 

H = costante, 
vuol dire che i7 è un integrale del proposto sistema canonico, e dino- 
tandosi con h la costante arbitraria che deve completarlo, si ha 

H=h, 

e per la (15) viene -j- — |- A = o, donde 

essendo fV una funzione delle variabili principali qj^ , e delle costanti ar- 
bitrarie oLj^9 in cui non entra punto t, cioè a dire è 
(20) W—f{q^, ..., q^, a,, .,., a^); 

in conseguenza, per le (13) si hanno 

dW ^ dW ^ 

= Pjk 9 -jT" =Pk (* = I. a, ...), 



doLj^ d^k 

e per la (14) 

p/ dfV AK\ — u 

n caso in considerazione si avvera, come si è presupposto nel S 341, 
allorché esiste una funzione delle forze (7 = ^(jc„, x,,, ..., x ), sic- 
ché le componenti secondo gli assi coordinati delle forze agenti su i 
vari pund del sistema sieno date per la formola 

y _ dU 



e che le coordinate x^. di essi punti non dipendono esplicitamente dal 
tempo /, giacché in tale caso sussiste l'equazione delle forze vive 
b= T — C7, essendo T come si sa la semiforza viva totale del sistema, 
e pertanto si ha 

^ = P(9i > • • • > 9ky Pif ••• >/>*) = * = T— U. 



CAPITOLO SECONDO. 

MOVIMENTO DEI SOLIDI O SISTEMI RIGIDI. 



L — Movimento di un solido attorno un asse fisso. 

345. Nei §§ 55, 56, 57 furono stabiliti alcuni principi fondamentali 
riguardo al movimento dei sistemi rigidi, sotto il punto di vista cinema- 
tico, e classificati i movimenti vincolati in traslaT^ione, rotUTiione attorno 
un asse fisso, parallelo ad un piano fisso, rotatorio attorno un punto fisso, 
principi a doversi ritenere anche nel presente capitolo. Si osservò poi re- 
lativamente al movimento di traslazione, §§ 58, J9, che il medesimo ri- 
ducesi alla considerazione del moto di un punto qualsiasi del sistema; 
se questo sia animato da più movimenti di traslazione simultanei, gli 
stessi si compongono in unico, assumendo quelli di cui sia animato il 
punto scelto ; parimenti si decomporrà, nei casi possibili, un dato movi- 
mento di traslazione in altri movimenti simili secondo assegnate direzioni; 
non occorrendo ripetere qui pel moto di traslazione gli sviluppi suffi- 
cienti già dati, procederemo a considerare la seconda specie indicata del 
moto vincolato, cioè a dire il movimento attorno un asse fisso. 

Per tale movimento è da ricordare (§ 60) che la trajettoria di ogni 
punto fuori dell'asse è un cerchio, col centro sull'asse ed il piano nor- 
male allo stesso; che le perpendicolari tirate all'asse dai vari punti del 
solido descrìvono, in un medesimo intervallo di tempo, angoli eguali, il 
cui valore comune è pel tempo in considerazione l'angolo di giro lo 
spostamento angolare del solido; il grado più o meno grande di rapidità 
o di lentezza del movimento è misurato da esso spostamento angolare, 
nell'unità di tempo se il movimento sia uniforme, ed in un elemento di 
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tempo infinitamente piccolo se il movimento sia vario, tale spostamento 
perciò si denomina la velocità angolare o di rotaxiont. 

EXnotata co, e supposto che il solido ha girato di un angolo 9 nella 
durata /, ha luogo la relazione 



iù 



dì ' 

conseguentemente, per un punto posto aUa distanza r dall'asse sussistono 
le formole (4) del § 60 esprimenti la velocità lineare o di circolazione, 
l'accelerazione tangenziale, la centrifuga, e la totale. Il movimento è a le- 
gami completi, non dipendendo che da un solo parametro, la velocità 
angolare, e Tunica equazione che lo determina può essere fornita dal 
teorema delle forze vive, od anche dal teorema dei momenti delle quan- 
tità di movimento. 

Essendo m la massa di un elemento posto alla distanza r dall'asse, 
M l'intera massa del solido, h il raggio d'inerzia (§ 154) rispetto al- 
l'asse, per la forza viva totale del corpo al tempo /, e per la somma 
dei momenti delle quantità di movimento dei suoi vari punti rispetto al- 
l'asse, si hanno le seguenti espressioni 

( X ^wf* = Xw*««>*= ««>*Xw* = Affetto*, 

cioè a dire: 

a) La forgia viva totale eguale al prodotto del momento d'iner:^ia pel 
quadralo della velocità angolare, 

V) La somma dei momenti rispetto all'asse delle quantità di movi- 
mento eguale al prodotto del momento d'inerba per la velocità angolare. 

Siano F, , F, , ... n forze agenti ad un dato istante ì su altret- 
tanti punti del sistema, di masse w, , w^ , , e distanti r^ , r, , — 

dall'asse; decomposta ciascuna forza in due, Tuna in piano normale al- 
l'asse, e l'altra parallela allo stesso, l'azione di quest'ultima sarà distrutta 
dall'immobilità dell'asse, sicché a luogo delle forze F^ , F^ , ... si ab- 
biano da considerare le sole loro componenti P, , P, , ... in piani per- 
pendicolari all'asse, applicate ai detti punti, imprimendo ad essi velocità 
che designiamo «^ , «^ , , . , , le cui direzioni siano distanti p, , />, , ... 
dall'asse ; dietro l'azione di tutte codeste forze allo stesso istante, ne de- 
riva pel sistema la velocità angolare w, e la somma dei momenti rispetto 
all'asse delle quantità di movimento dei suindicati punti espressa per la 
formola 

(2) I = Z»^v«*v/>v» 
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esteso il sommatorie 2^av=:i, 2, ...,n;e poiché questa stessa 
somma va espressa per la seconda formola (i), ossia per da, dinotato 
C il momento d'inerzia del corpo ruotante rispetto all'asse, si ha (sop- 
presso l'indice v) 

(3) « = -g.=-^^. 

Quando poi il movimento del sistema sia originato da unica impul- 
sione secondo una certa direzione EN in plano perpendicolare all'asse 
di rotazione, in tale caso essendo F la velocità iniziale del centro di 
gravità considerato come posto su ENy fh perpendicolare tirata da esso 
punto al piano condotto per l'asse parallelamente ad EN, p la lunghezza 
della perpendicolare comune al detto asse ed alla velocità u dell'elemento 
m, poiché nello stesso caso tutte le velocità dei vari punti sono paral- 
lele alla direzione £N, si avrà MVf =:z ^mup -^ tù^ mr* :=iìùC ^ 
donde 

(4) « = Q^ . 

346. Preso l'asse di rotazione per uno degli assi coordinati ortogo- 
nali, per l'asse Ox^, le coordinate di un punto qualsiasi M^ siano de- 
signate x^j. (i = I, 2, 3 con ciascun valore di v = i, 2, . . . , w), e 
supposto che sul solido agiscano le forze esteriori F^ , F, ,..., F. ap- 
plicate ai punti di masse m, , m, , . . . , m, , le componenti delle stesse 
secondo i detti assi siano designate X^^, dando a vx gl'indicad valori che 
per le x^^ . Stante la rigidità del sistema, il lavoro delle forze interiori 
é nullo, e di seguito alla (i) per l'equazione differenziale del movi- 
mento dipendentemente dal teorema delle forze vive (§ 336) si ha 

(5) 1 = 2.Z.^vi^^vi, 

esteso il primo sommatorie J! * ^^^te le n forze date, e per ciascuna 
di esse esteso il secondo sommatorio ad i = i , 2, 3 ; e poiché lo spo- 
stamento lungo l'asse di rotazione é nullo, quindi le dx^^ sono nulle, 
per la stessa equazione, soppresso l'indice v, viene 

2 = Z(x.^^. + xjx;). 

Riferendo le posizioni del mobile al piano X, X^ mediante l'an- 
golo di giro 9, poiché per le coordinate x, , x^ di un punto posto alla 

F. CàLDAMKA. — MtecMÙtm, toI. II. jo 
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distanza r dall'asse hanno luogo le relazioni 

(é) X, = rcos9, X, = rsen9, _3. = _x,a>, -^ = j^^w, 

Tequazione precedente assume la forma 

(7) Mfc*47^2;(*.X.-*.X.); 

la stessa si può ottenere altresì mercè il teorema dei momenti delle 
quantità di movimento, giacché dalla (14) del § 334 avendosi 

e dalle surriferite (6) si ricava 

per la precedente risulta la medesima (7). 

Allorché il solido non é sottoposto ad alcuna forza esteriore, o che 
le direzioni di tutte le forze esteriori incontrano Tasse di rotazione, o 
che gli siano parallele, ovvero che le stesse forze si fanno scambievol- 
mente equilibrio, sicché il secondo membro della (7) risulta nullo, sarà 
(2 «I) = o, quindi a> = costante, cioè a dire il moto di rotazione é unifor- 
me ; in conseguenza l'accelerazione tangenziale di ciascun punto è nuUa, e 
le accelerazioni centrifughe dei vari punti stanno fra loro in ragione delle 
distanze dei medesimi dall'asse. Viceversa, essendo il movimento rota- 
torio uniforme, perciò dco = o, il secondo membro della (7), al pari 
della (5), è nullo, ciò che dimostra essere le forze esteriori in una delle 
condizioni testé indicate. 

347. Per determinare le reazioni dell'asse di rotazione, consideria- 
molo come tenuto fisso da due punti immobili A', A" (§ 240, 2° caso), le 
cui coordinate sono A' (p, o, jcj), A" (o, o, x'^'), designate Z', Z" le forze 
di reazione di codesti punti, Z!, Z" (i = i, 2, 3) le rispettive compo- 
nenti secondo gli assi coordinati, si può considerare il solido interamente 
libero sotto l'azione delle Z!, Z,'', e delle forze allo stesso direttamente 
applicate ; costituendo l'equazioni particolari di tale movimento, dipen- 
dentem.ente dai teoremi intorno alla somma delle projezioni, ed ai mo- 
menti delle quantità di movimento, relativamente agl'indicati assi coordi- 
nati (§ 334), soppresso per brevità l'indice v, si ottengono le seguenti, 
cioè le prime tre 
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« k altre tre 



2. »» (*. -jp - *, -jp^ ) = Z (*. ■^. — *» X,) . 

Z'»(^3 7f-'.tf)=^(*3^.-*.^,)+*;^:+<^.'- 

Quest^equazioni (8), (9), specificate dipendentemente dalle (6) e 
conseguenti 



essendo d'altro canto 



d Xz d* Xr 

^ =z O. — r-^ = O, 



dt ~ ' de 

inoltre preso per origine O degli assi coordinati il punto A'j sicché 
X* = o, assumono la forma (7) e le seguenti : 

- ca^lmx. ^^-^mx^ = XX, + Z; + Z% 

— «' Z '«^a + -^ Z *»^, = Z^a + -^I + ^'> 

(IO) { o = Zx, + zi + z;, 

^"J^mx,x^^-^'^mx^x^ = J^{x^X^'-x^X,)^x'[Z:i, 

-^'X^x^x^-- -^J^mx,x^=j^(x^x^^ x^x;)+ x'ir;. 

Di queste cinque equazioni le due ultime servono a determinare 
Z'Ij Z", le cui espressioni introdotte nelle due prime, le riducono a con- 
tenere le $Qle incognite Z[^ Z^, per mezzo delle quali le medesime si 
determinano individualmente, e cosi si ottengono i valori delle compo- 
nenti delle reazioni normalmente all'asse di rotazione; quanto alla ter^ 
equazione poi, ossia alla 

z; + z'; = -Zx„ 

essa dà soltanto la somma delle componenti lungo l'asse^ sicché per 
mezzo delle riferite (io) le reazioni non possono essere individualmente 
determinate, parimenti a ciò che avviene (§ 240) nell'equUtbria di w so- 
lido avente due punti fissi. 

Si osserva pure facilmente che trattandosi di un corpo pesante, il 



2ì6 
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cui centro di gravità si trova sull'asse di rotazione, e sia questo un asse 
principale d'inerzia rispetto allo stesso centro, che si prende anche per 
origine delle coordinate, l'equazioni (io) si semplificano sommamente, 
perciocché avendosi allora 

esse sì riducono come segue 



(") 



(« = I, 2, 3), 



I(*.x,-*,xj-x;'^'=o, Z(x,x-x.x,)+x';z:'=o. 



348. Pendolo composto. — Sia il solido in rotazione un corpo 
pesante, gli assi Ox, , Ox^ posti orizzontalmente, ed Ox^ in senso ver- 
ticale dall'alto in basso, sicché x^Ox^ é un piano orizzontale, ed x^Ox 
verticale, rispetto al quale, nel senso indicato dalla freccia / (fig. 95), 

si conti l'angolo di giro 0, aven- 



Af: ff 



^s 




dosi perdo ^=90'' — 0, © = — -7-; 

si suppone il corpo ruotante sotto- 
posto soltanto all'azione della gra- 
vità, la cui accelerazione g valutata 
dall'alto in basso sia considerata co- 
stante, le forze esteriori agenti su i 
vari punti del corpo essendo perciò 
Xj = m^, e l'equazione (7) del 



S 34^ applicata al presente caso diventa 

a d*0 



Mh' 






mx. 



Dinotata a la distanza del centro di gravità G dall'asse di rota- 
zione, quindi essendo asen6 la sua coordinata ^, al tempo i, risulta 

MasenO = ^mx^; designato Mh^ il momento d'inerzia del corpo ri- 
spetto all'asse di rotazione, ed Mk* relativamente ad un asse passante 
per G parallelo al primo, stante la (6) del § 156 si ha Mh*=My^Ma^, 
A* = a* -J- A' ; quindi l'equazione del movimento del corpo in conside- 
razione, che nelle condizioni premesse si denomina pendolo composto, as- 
sume la forma 
/ N d'^ ag . 
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ovvero, moltiplicandola per 2d6 

integrata la stessa tra i limiti o e / del tempo, dinotato 0^ il valore di d 
all'inizio del movimento, ed <ù^ la velocità angolare corrispondente, ri- 
sulta 

(13) ««_«« = _ifi_(cos6-cosej, 

ed è questa l'equazione del movimento di un pendolo di forma qua- 
lunque ruotante attorno un asse orizzontale. 

Nello stato d'equilibrio, il piano passante pel centro di gravità G e 
per l'asse fìsso si confonde col piano verticale x^Ox^; allontanato da 
questa posizione dell'angolo 6^, se indi si abbandona a se stesso, e sia 
perciò co^ = o, comincerà a discendere sino alla cennata posizione verti- 
cale, in cui la velocità angolare ha il massimo valore 

oltrepassata codesta posizione, proseguirà il movimento dall'altro aspetto 
del piano x^Ox^, risalendo sino a che si abbia o) = o, cioè quando 
8 = — 6^ ; poscia riprenderà il moviiBento discendente, e cosi prosegui- 
ranno via via le successive oscillazioni. 

La stessa equazione (13) in tutti i casi, cioè anche se ot^ abbia un 
determinato valore, farà conoscere la velocità angolare del mobile ad un 
istante qualsiasi dato, dietro la posizione nota del suo centro di gravità ; 
risolvendola rispetto 2i dt ti integrandola, si otterrà il valore di / in 
funzione di 0, e reciprocamente, ciò che determinerà a ciascun istante 
la posizione variabile del centro di gravità, e per conseguenza quella del 
mobile. 

349. Se il corpo si riduce ad un punto materiale pesante, attaccato 
all'asse Ox per un filo inestensibile ed inflessibile, riguardato cioè come 
una retta rìgida di lunghezza data I, la quale si mantenga sempre nor- 
male all'asse di rotazione, sarà il caso del pendolo semplice circolare con- 
templato nel 5 47 ; e poiché in questo caso è i = o, supposto altresì 
a>0 = o, l'equazione (i 3) si riduce alla seguente 
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la quale si accorda con la (io) del menzioDato ^ 47» giacché moltipli- 
candola per /*, poiché / w = v = -jr- , stante le designazioni di quel § 
si ha /(cos 6 — cos 6J == i — x, , e la (14) diventa 



(7fy=^^^*-*'>' 



quindi, con riguardo ai segni rispettivi di ds tdt, come nel citato § risulta 

— ds 



dt = 



V2g(b-x,) 

Confrontate Tequazioni (13), (14), si desume che il movimento di 
un pendolo semplice coinciderà con quello di un pendolo composto 

(entrambi senza velocità iniziale), tutte le volte che i coefficienti — yS. ^ 
a 1^12 saranno eguali, avendosi cioè 

(X5) ' = * + T' 

ed é per questa formola che si calcola la lunghezza del pendolo sem- 
plice sincrono al pendolo composto, i quali sono perciò in tale corri- 
spondenza che, facendo l'uno piccole oscillazioni in certe durate, anche 
l'altro eseguirà le medesime oscillazioni, e conseguentemente designata T 
la durata di un'intera oscillazione, per la formola (15) del citato § 47 
si avrà, per l'uno e l'altro pendolo. 

Se neUa sezione 5 del corpo ruotante determinata dal pbno aor- 
male all'asse passante pd centro di gravità G, sia tracciata la retta GA 
perpendicolare all'asse, e sul suo prolungamento in verso opposto z GAy 

si prende una lunghezza GC = — , sarà AC h lunghezza / del pen- 
dolo sempUce sincrono al pendolo composto ; il punto C dicesi unirò 
di oscilla^ionCy il quale gode la proprietà che, condotto per lo stesso un asse 
parallelo a quello di rotazione, il quale si denomina asse di oscilla^ioney se 
in seguito di avere fano oscillare il pendolo attorno dell'asse fisso, si ca- 
povolge per farlo oscillare attorno l'asse di oscillazione reso fisso, sarà 
A il centro di oscillazione; infatti, il momento d'inerzia Af Jb^ é lo 
stesso in ambedue i casi, sicché k è una costante, e dmotato C il centro 

di oscillazione nella seconda posizione del pendolo, sarà CC':=a-|— -^c^I, 
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quindi C coinciderà con A ; i centri ^, C di so^enstone e di oscillazione 
sono dunque recìproci l'uno deiraltro. 

La durata delle oscillazioni piccolissime attorno dei due predetti assi, 

passanti pei punti ^ e C, è la stessa '^ 1/ -^ > essendo l la distanza A C; 

reciprocamente, se la durata delle oscillazioni piccolissime è. la medesima 
attorno due assi paralleli, normali alla succennata sezione S, il piano dei 
quali contiene il centro di gravità G, la loro distanza scambievole sarà 
la lunghezza / del pendolo semplice sincrono al pendolo composto. 

350. Movimento del pendolo composto con riguardo alla re- 
sistenza dell'aria. — Pel principio della conservazione del movimento 
del centro di gravità (§ 333) si ha 

M-j^ = Af^sen8 — JJ, 

essendo R la risultante della resistenza dell'aria a tutti i punti della su- 
perfide del mobile urtata, la quale risultante si riguarda diretta secondo 
la tangente aU'arco di cerchio 5 descritto dal centro di gravità G; e 
poiché 5 = a (9^ — 0), se si ritenga R espressa per una certa funzione 
9(1;) della velocità del punto G, la stessa equazione assume la forma 

Per renderla integrabile si suole ammettere due ipotesi sulla funzione 
9 (v), cioè che essendo le oscillazioni piccolissime, talché a sen 6 si possa 
sostituire solamente ft, sia la resistenza dell'aria semplicemente propor- 
zionale alla velocità, quindi ff(y) = bvy in cui fr sia una costante, ovvero 
che le amplitudini delle oscillazioni siano qualunque, e la resistenza del- 
l'aria sia in ragione del quadrato della velocità, perciò f(y)i=:bv^. Nella 
prima ipotesi la (17) assume la forma 

essendo la costante b = -j^ , e nella seconda ipotesi 

in cui é [L = 2ab:M; procediamo successivamente alla considerazione 
del movimento nelle due ipotesi, e perciò in dipendenza delle riferite 
due equazioni. 
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351. L'integrale completo della (18), designate C, C le due costanti, 
ed ^ la base dei logaritmi neperiani, è 



e = (CcosUl/|-+ C'sen/ay-|- U '\ 



essendo a = 1 / i ^ ; ed afiBne di determinare C, C riferiamoci 

all'inizio del movimento, cioè a ^ = o, in cui è 6 == 6^ , I -j- j = a>^ = o, 

dalla stessa equazione e dalla sua derivata risultano C=6^, C'=6^t^JJ:2aA, 
in conseguenza si hanno 



(=0) e = «.(co.,.j/I+ §.»„,. j/I).-", 



mediante le quali espressioni si determinano ad un istante qualunque la 
posizione del mobile, e la sua velocità angolare. 

Alla fine di ciascuna oscillazione è -j- = o, ciò che ha luogo quando 

ìclÌ/^ sia un multiplo di w, ne segue che le piccole oscillazioni sono 
isocrone come nel vuoto, e risulta 

(") ^ = ^V7 

per la durata di un'intera oscillazione, la quale com'è manifesto va au- 
mentata dalla resistenza dell'aria nel rapporto dell'unità alla quantità a, 
che sarà sempre reale trattandosi di un pendolo avente lunghezza non 
estremamente considerevole, e densità assai grande rispetto a quella del- 
l'aria, giacché in tali condizioni non solo è 2 A > Vag^ ma sibbene sarà 
agi^h^ una piccolissima frazione, ed a pochissimo differente dall'unità. 
Le amplitudini delle oscillazioni vanno diminuendo -continuamente 

«il 

stante il fattore e ** , infatti dinotata 6^ l'amplitudine della n*** oscilla- 



zione, cioè quando t ^ nT ^ — 1 / — , risulta 

ciò che dimostra essere le amplitudini in progressione geometrica decre- 



GAP. II. — MOVIMENTO DEI SCUDI O SISTEMI RIGIDI. 241 



scente, di cui la ragione è 

-4t r a^ 



2ah 



352. Consideriamo in secondo luogo l'equazione (19), moltiplicata 
la stessa per 2^6, ed integrata con porre >=/("j7)^®>s^ ottiene 

-Z._^cose-,x^ = o, 
equazione lineare di primo ordine, di cui l'integrale completo è 






essendo C la costante arbitraria. 



I^erenziata quest'equaaone rispetto a 6, poiché -j?- = i -rr ) , 
si ha 
rns /<^n-ra^ I ag(cosft + tesene) 

che è un integrale primo della (19); per determinare la costante C rì- 

/ db \ 

ferendosi all'origine del movimento, in cui 6 z= 6^ , 1 -7— 1 = a>^ = 0, 

deducesi 

Q _ 2g(cos e^ + (X sen ej ^_^^ 

e la sostituzione di questa espressione nella (a) dà 

Al punto più basso, in cui = o, sì ha per la velocità angolare 

»• = {,47)'= J^nfe [. - (cos ». + ^s» 6J^] , 

la quale evidentemente è minore che nel vuoto ; in virtù della stessa il 
mobile rimonterà sino a quando sarà -j— = o, e designato — 0_ il va- 
lore di 6 corrispondente a quella posizione, ne deriva l'eguaglianza 
(cos e, — (x sen e,) ^ ' = (cos e^ + |x sen e J e-^o . 

Sviluppando l'esponenziali in serie secondo le potenze di ft, atteso- 
ché questa è sempre una piccolissima frazione, trascurando tutti i ter- 

P. Cà MI A BMl A. — M tUÉ m lt M , voi. II. )| 
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mini affetti da potenze della stessa superiori alla prima, si deduce 
cos 9j — (JL (sen 6^ — 0^ cos 6^) = cos 6^ -j- (iL(seii 6^ — 6^ cos 6J , 

donde è manifesto che 0, differisce pochissimo da 0^; in conseguenza, 

posto 9j = 6^ — X, sviluppando e trascurando i termini con potenze di 

S superiori alla prima, ed altresì il prodotto (i^, dalla stessa equazione 

si trae 

X sen 6^ = 2 (1 (sen 6^ — 0^ cos 6 J ; 

di seguito si ha 

e trascurando le potenze di 0^ dalla 4' in poi, risulu 

(24) ».=«o-7l*«o- 

Posdachè il centro di gravità G sia rimontato sino all'angolo 0, , 
il mobile discenderà, e continuirà cosi di seguito ad oscillare da una parte 
e dall'altra del piano x^Ox^y ossia del verticale determinato dall'asse di so- 
spensione, finché le amplitudini delle oscillazioni, che vanno diminuendo, 
siano diventate sensibilmente nulle; designata 0^ l'amplitudine della se- 
conda semioscillazione ascendente, che evidentemente si deduce da 6^ , 
come questa si è dedotta da 0^, si avrà 

parimenti, per le amplitudini successive 6^, 6^, ... delle altre semioscil- 
lazioni ascendenti, si avranno 

ciò che manifesta non essere le medesime decrescenti in progressione 
geometrica, come nel caso della resistenza proporzionale alla semplice 
velocità. 

353. Per determinare il tempo t corrispondente ad un angolo dato 6, 
bisogna risolvere la (23) rispetto a d^ ed integrarla, ciò che può farsi 
soltanto per approssimazione; ma conviene rimontare alla (19), osser- 
vando che tale angolo 6 dev'essere una certa funzione della variabile t e 
dell'angolo iniziale 6^, talché si possa porre 

i coeflBcienti 5, > 5, , • • • essendo composti con la sola t e con date co- 
stanti. Nelle stesse condizioni, sia l'angolo iniziale cosi piccolo da pò- 
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tersi limitare Tespressione di 6 al quadrato di 6^, talmentechè si abbia 

(25) « = 5.e, + 5.e«, 

quindi avendosi, con lo stesso grado di approssimazione, 

seae = 5.e„ + 5A, ^ = ^o% + K% 

sostituite quest'espressioni nella (19), ordinando rispetto a 6^, ed qua- 
gliati a zero i coe£Bcienti di 0, , 0^ , risultano le due equazioni diflferenziali 

la prima delle quali integrata, con osservare che per t = o, sono = 0^, 
-p- = o* e corrispondono E. = i, —rr = o. dà 



5 



— = o, e corrispondono E = i> -tt^ = o, 

.=COSt|/I; 

per mezzo di questa espressione la seconda equazione (e) diventa 

la quale integrata fornisce 

Con queste espressioni di ^, , ^^ per la (25) si ottiene 

donde, attesoché nella semioscillazione ascendente è t; = — a -j— , si 

at 

deduce 




ovvero 



(27) t;=(i L,i6. + J-p.0,cos<|/i-je„V^ ^ ^ 

I^botato T il tempo di un'intera oscillazione, per essere t; = bi- 





144 PARTE IV, SBZ. n. — DINAMICA DEI SISTEMI. 

sogna sìa soddisfatta Tequasdone 

dò che richiede d'aversi T 1/ — = w , quindi egualmente al caso del 
pendolo semplice oscillante nel vuoto dev'essere 

(28) 

in cons^uenza, essendo la resistenza dell'aria proporzionale al quadrato 
della velocità, essa non influisce in alcun modo sulla predetta durata. 

Aumenta però il tempo della semioscillazione discendente, giacché 
po^to 6 =1 o nella (26), e dinotau T*, il tempo corrispondente, dev'es- 
sere verificata l'equazione 

la quale manifesta che il più piccolo valore di TAl — differisce pò- 
chissimo da -|-7c; quindi posto 



a 2 

sostituendo, e sviluppando con trascurare le potenze di ^ superiori alla 
prima, parimenti il prodono ^6^, risulta 

di seguito 

donde si deduce che la resistenza dell'aria aumenta la durata della se- 

miosdllazione discendente nel rapporto di i + -^— ^ all'unità, e poiché 

la medesima non influisce sulla durata dell'intera oscillazione, bisogna 
che diminuisca nello stesso rapporto la durata della semiosdllazione a- 
scendente. 

IL — Movimento di un solido parallelo ad un piano fisso. 

354. In ule movimento (§§ 7^» ^ ^SO '^ distanze dei vari pund 
del sistema dal piano fisso 9 rimangono costanti, perciò le trajettorie sono 



GAP. n. — MOVIMENTO DEI SOLIDI O SISTEMI RIGIDI. 245 

linee piane parallele a <r, e parallele allo stesso le velocità di detd punti ; 
considerato il solido segato da un piano tz parallelo a 9, tutti i suoi 
punti compresi in le formano una %ura piana F, mobile nel suo piano 
mentre il solido si sposta parallelamente a (j, diguisachè il movimento 
di F determina quello di tutti gli altri punti del solido. 

U passaggio di F da una posizione ad altra succede per rotazione 
attorno di un punto del piano 77, centro istantaneo di rota^nty e l'in- 
sieme di tutti questi punti costituisce una linea {, luogo dei centri istan- 
tanei corrispondenti ai successivi movimenti elementari della %ura F; ed 
immaginato che questa trasporti un piano (x. strisciante su ir, si può trac- 
ciare in esso piano mobile una linea Vy invariabilmente legata ad F, tale 
che nella successione dei movimenti la V si adagi continuamente sulla 
linea immobile /, determinandosi cosi un movimento epicicloidale, alla 
cui considerazione si riduce il movimento della figura F. Le due indi- 
cate linee /, V si possono prendere per direttrici di due cilindri retti nor- 
mali al piano fisso v, l'uno costituito con / è un cilindro 5 immobile, 
i cui lati sono assi istantanei di rotazione del solido, l'altro cilindro S^ 
determinato dalla linea V è rotolante sul primo, e connesso al solido in 
guisachè il movimento di questo sia conseguente dal rotolamento del ci- 
lindro 5' sopra il cilindro immobile S. 

Gli elementi del movimento in considerazione si calcolano con le 
formole stabilite nel § 75, però dovendo ora tenere in conto le forze 
agenti sul sistema, procediamo a stabilirne l'equazioni dipendentemente 
dai teoremi generali dei §§ 333, 334; a tale oggeno assumiamo per 
l'indicato piano i: quello passante pel centro di gravità G del sistema, 
e considerato lo stesso come fisso, vi siano tracciati due assi ortogonali 
Ox,, Ox^y normalmente il terzo asse Ox^\ relativamente ai quali assi 
fissi dinotiamo ^^ le coordinate di G, ed x,. quelle di ogni altro punto 
P, con Xyj le projezioni di qualsiasi forza esteriore F^. Per G s'imma- 
gini una terna di assi Gx^, che si mantengano sempre paralleli rispet- 
tivamente agli assi fissi, e relativamente agli stessi si designino x\ le coor- 
dinate del punto P, sicché han luogo le relazioni 

(0 x^ = li + < (i= 1,2,1); 

quando per P si prende uno dei punti dell'indicata figura F, e si desi- 
gnino r il raggio GP,6 l'angolo che il medesimo forma un Gx\y ov- 
vero con Ox^j per le relative coordinate si hanno 

(2) x', = rcos 6 , x'^ = rscn 0. 
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Qò posto, siccome il movimento della figura F si può riguardare 
come cons^uente dal movimento nel piano iz del centro di gravità G 
e da rotazioni ad un tempo dintorno allo stesso di tutti gli altri punti 
di Ff co^ per essere determinato il movimento del solido, basta che si 
conoscano dipendentemente dal tempo t le coordinate ^,9 ^, di G, e l'an- 
golo di giro 6 che un raggio GP invariabilmente legato ad F forma 
con Tasse O x, • Pel movimento del centro di gravità sì hanno le due 
equaàoni 

(3) m4^ = xx., m-^ = xx., 

il sommatorie ^ esteso a tutte le forze esteriori ; designato Mi* il mo- 
mento d'inerzia del solido rispetto all'asse Gx'^^ poiché la rotazione di 

ogni punto di F dintorno a questo asse è con la velocità angolare -jr- , 

per l'equazione (7) del § 346 si ha 

(4) Mk' -^ = X (*;x. - x; X.) , 

e nelle (3), (4) pertanto si hanno l'equazioni necessarie e sufficienti alla 
determinazione dei tre elementi sopraindicati. 

Con le medesime sono in coesistenza le seguenti, da potersi alle 
stesse surrogare, cioè dal teorema IV del § 334 avendosi 

risulta per la prima (teorema 2^ dello stesso §) 

in secondo luogo, pel teorema di Kcenig (§ 336), e scante le relazioni 
(i), si ha per la forza viva del sistema 

quindi dal teorema sulle forze vive stabilito nello stesso S 33^> ^ poiché 
pel caso in esame (ix^ = o, si consegue l'equazione 

355. Applicazione. — Un cilindro retto circolare di raggio R, omo- 



GAP. II. — MOVIMENTO DEI SOLIDI O SISTEMI RIGIDI. 



M7 



geneo, pesante, rotola pel proprio peso sopra un piano inclinato senza 
attrito, avendo all'inizio del movimento le basi in piani verticali normali 
al piano inclinato, mantenendo perciò nel movimento l'asse parallelo alla 
comune intersezione a del piano inclinato col piano orizzontale, ed è 
manifesto che in tali condizioni il movimento sarà parallelo ad ogni ver- 
ticale 9 perpendicolare alla retta a. Se pel centro di gravità G del cilin- 
dro, che si confonde col centro di figura, si conduce il verticale tc per- 
pendicolare alla stessa retta j, il quale sega il cilindro secondo un cerchio 
F di centro G, il movimento in considerazione si riduce a quello di questo 
cerchio nel piano tc, rotolando senza attrito lungo la retta OA (fig. 96), 
che è l'intersezione di ip col piano inclinato, il cui angolo di altezza OJD 
lo dinotiamo ou 

Prendiamo OA per asse Ox, , essendo O il punto di contatto Q 
del cerchio all'inizio del movimento, la perpendicolare ad ^ nel piano 

w per l'asse Ox^ ; nella posizione 



J-^lt^ ^ del cerchio al tempo /, essendo 

C il punto di contatto, si hanno 

\^^OC,l^ = 'CG = ìi, ed il 
peso del disco circolare applicato in 
G, rappresentato da GH^ si risolve 
nelle due componenti X„ = Psen a, 
X,j = — Pcosa; a queste devonsi 
aggiungere le componenti — X^, , 
-}- X^^ della reazione obbliqua C Q 
della retta OAy diguisachè dinotata 
M la massa del disco, g l'accelera- 
adone dovuta alla gravità, perciò P = Mg, per l'equazioni (3) si hanno 




(a) M 



di' 



= M^sena — X„, M-^^ = — Mucosa + X 



Poiché il lavoro della forza di reazione CQ è nullo, ed il lavoro 
elementare del peso P è espresso da Pdl^ sen a, attesoché d?^ = o, per 
l'equazione (6) si ha 

dinotato e l'angolo Q G C, arco C C^ = if e , quindi $ ^ = i? e, essendo 
inoltre 6 = 270'' — e, k* = -jR^ (§ 161), fatta sostituzione nella (i). 



sena; 
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dividendo al tempo stesso per Af, si ottiene 

e riducendo, infine si ha l'equazione 

che dimostra essere il movimento del centro di graviti (parallelo ad 
OA) uniformemente accelerato. 

Sostituendo (e) nella prima equazione (a)y per la stessa e per la 

seconda, essendo , ' = o, si conseguono le seguenti espres^oni delle 

componenti CQ 

(S) X,^ = jMgsen a, X^^ = Mg cos a , 

e per la stessa forza di reazione 

(0 CQ — jMgVi-\'Scos'a. 

HL — Movimento di un solido attorno un punto fisso. 

356. Generautà. — A coerenza di ciò che fu svolto nei §§ 77 
e seg. intorno a questa specie di movimento, riferiamolo a due terne 
di assi ortogonali aventi la stessa origine nel punto fisso 0, gli assi 
Ox.(i= I, 2, 3) immobiH, gli altri 0^^(k=z i, 2, 3) invariabilmente 
connessi col solido, perciò mobili insieme allo stesso dintorno ad 0; 
dinotati a,.^ i coseni degli angoli tra gU assi mobili e gli assi fissi, x,. le 
coordinate ad un dato istante t di un punto qualsiasi del solido relative 
ai primi assi, e ^^ le corrispondenti (invariabili per uno stesso punto) 
relativamente agli assi mobili, fra le stesse si hanno le relazioni 

pei nove coseni a,.;^ sussistono le relazioni (ii)> (12) del ^ 79> ^^^^^ 
quali sei soltanto sono distinte, a modo che dati tre coseni, convenevol- 
mente scelti, si possono determinare gli altri sei; agli stessi sono pure 
sostituibili gli angoli Eureliani 6, f, ^, legati agli oc^^ per le relazioni 
(13) del S 79. 

Siano Fj , F, , . . . , F^ le forze esteriori agenti sul solido, applicate 
a punti, le cui masse sieno designate m^, e le coordinate x^. rispetto 
agli assi fissi, ^^j^ relativamente agli assi mobili, le componenti di dette 
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forze siano dinotate X^. rispetto ai primi assi, e 3^^ rispetto ai secondi, 
in esse designazioni dando a v i valori i, 2, . . . , «, e con ciascun va- 
lore di V accoppiando i ==1 i, 2, 3, parimenti per k ; fra le une compo- 
nenti e le altre di una stessa forza F, soppresso per brevità l'indice v, 
sussistono tre relazioni, la prima delle quali è 

(a) a. = ^.«.. + X.«,. + X,«,., 

e le altre due da questa deducibili con le sostituzioni circolari successive 
negl'indici (123); infine, si dinotino Z la forza di reazione sostituibile 
al punto fisso 0, Z. e Z^ le sue componenti secondo i due sistemi di 
assi. 

Prendendo i momenti di tutte le indicate forze rispetto a ciascuno 
degli assi coordinati, poiché quelli di Z sono nulli, per le somme di co- 
desti momenti relativamente agli assi fissi, (21) del § 125, si hanno Te- 
spressioni 

(3) ^.=Z(*,X,-x,X.). I.=Z(x,X-*.X,). I,=Z(x.X-*,X.). 

e relativamente agli assi mobili 

(4) M =Z(5.a -$,aj, M,=Z(5,B -S.B,), Af =I(5.a -5,B.), 

fra le quali han luogo tre relazioni, l'una cioè 

(5) ^x = ^1 «li + L, a,, + Ì3 «„ , 
e le altre due, conseguibili come per le (2). 

Mettendo in relazione il movimento in esame con Tellissoide d'i- 
nerzia rispetto al punto 0, presi per assi mobili gli assi principali d'i- 
nerzia , e considerato il punto d'incontro N dell'asse istantaneo di ro- 
tazione 01 (§ 35) col detto ellissoide, punto da Poinsot denominato 
polo, si hanno le seguenti proprietà, in altrettanti teoremi dovuti allo 
stesso autore: 

Teorema L — La for:^a viva del corpo ruotante va espressa datù^iON 9 
essendo a> la velocità angolare della rotaz}om istantanea. 

Infatti, il momento d'ineràa rispetto all'asse 07 è eguale ad i:OiV* 
(S i^4> posto i = i), ed attesoché la forza viva, come per la prima 
equazione (i) del § 345, é eguale al prodotto del momento d'inerzia 
pel quadrato della velocità angolare, risulta dunque 

(6) ^mv' = iù^:0}^\ 

Teorema II. — // piano tangente in N alV ellissoide d'inerì^ è per- 

F. Caldaabrjl. — UtuanU», Tol. U. 32 
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ptndicoìart al vettore G che rappresenta il momento risultante delle quantità 
di movimento. 

Stante le relazioni (36) del ^ 35 avendosi, rispetto all'asse O^, , 

=p.Z'»(5: + 5;) = ^.p., 

ne segue che A^p^(kz=i i, 2, 3) sono le projezioni sopra gl'indicati assi 
mobili del momento risultante G delle quantità dì movimento; per la 
scelu dei predetti assi coordinati l'equazione dell'ellissoide d'inerzia (§ r 64) 

è ^ i4i^^][ = I, i coseni degli angoli tra i detti assi ed 0/ sono espressi 
àz p^:fA(k :^ l^ 2, 3), quindi per le coordinate ^j^ del polo N si hanno 

5j = -"-0N, e per l'equazione dell'mdicato piano tangente, designate 

Xj^ le coordinate correnti, risulta 

che è l'equa^one di un piano perpendicolare all'indicato vettore G avente 
'^kPh P^ projesdoni sugli assi 05». 

Teorema ni. — La distanza del punto fisso dàlV anzidetto piano 
tangente i eguale alla radice quadrata della for^a viva divisa pel sudctto 

momento risultante G = r XC-^*/^*)*- 

Infatti, stante la (8) la cennata distanza ìi ^= OP è data per la 
formola 

0) »=*,x ' 



che appunto dimostra il teorema enunciato. 

357* Equazioni del moto attorno un punto fisso. — Applicando 
il teorema II del § 334 sulla somma dei momenti rispetto ad un asse 
qualsiasi delle quantità di moto e delle forze soUecitanti un corpo, si ot- 
tengono relativamente agU assi fissi tre equazioni, la prima cioè 



ovvero 



(JO) ^^«^^,^_,^^)=I., 
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e le altre due da questa conseguibili mercè le suindicate sosticuzioiit n/^ 
grindici. 

Intanto, col cambiamento delle coordinate x^ nelle ^^ mediante le 
relazioni (i) avendosi 

' dt » di \" dt " dt )^' 

-lL i^_« i^j-a iiiii_« i^\u 

^V ' <^' '* <^< «^' " àt /^'^J 

e poiché dalle (fe), (i), (*:) del § 3^ vengono 



-37- = «J./», — «J,/». . -^ = «..i>, - ««A . 

risulu 

+ [(««, «j. — «„ «,.)P. — («aj «,. — «„ «a.)/».] 5* 

+ [(«,. «j, — *,. *.j)i'. + (*J« *« ~ *" *»)PJ ^. ^. 
+ [(«« «,. — «j, ««)P» + («„ *.. ^ «n «j.)/»,] 5, 5, 

+ [(*„ «„ — «j, «ai)/», + («,. «« — «« «jJpJ 5, 5. ; 

da questa espressione, stante le relazioni (/} del $ 33, per la (io) si 
consegue 

T^K./». l'^a: + ?P + «»/'.Z'»(5* + 5D + «.,P,Z'«(5: + 5D 

— («up, + «.,P.)Z»»5,5.] = z.., 
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ovvero, adottando le designazioni (2), (3) del § 154, commutando però 
le Xj nelle Ì^^, si ha 

- («.,P, + «„P.)^a - («,aP. + «u/>a)5,] = L. • 

Eseguita la differenziazione cennata del primo membro, indi sosti- 
tuite per le derivate , '* (k =1, 2, 3) l'espressioni fornite dalle (6), 
(t), (Jk) del § 36 con f = i, poste altresì per brevità Tausiliaria 

«, = A-^ - ÌA - A)f,P, -BM- IO 

-B.{p.f. + %-) + B,{,.p,-éK), 

ed altre due da questa deducibili con le solite sostituzioni negl'indici, si 
ha infine l'equazione 

dalla quale, con le stesse sostituzioni negl'indici, derivano quest'altre due 

«ai ^1 + «aa ^a + *a3^, = ^a > 
«3x^x + S.^a + «33^3 = ^3- 

Moltiplicate le stesse tre equazioni ordinatamente per a^^, a^^, a , 
indi sommate, e riducendo la somma con riguardo alle relazioni (11), 
(12) del § 79, sunte pure la (5) del § prec. , si ottiene l'equazione 
/ir, = M, ; fatte in questa le sostituzioni 2, 3 aU'indice i, rimesse l'e- 
spressioni K^, K^y K^y vengono le tre seguenti equazioni del movimento 
rotatorio in considerazione, la prima cioè 

(II) A%-<.A--*,)P.t,-B.(p'.-^ 

e le altre due conseguibili da questa con le sostituzioni circolari ne- 
gl'mdici. 

Le medesime integrate forniscono le componenti p^ della rotazione 
istantanea, che a loro volta mediante le (ft), (i), (K) del § 36 forniscono 
i coseni a^^ determinanti la posizione per l'istante dato degli assi mobili, 
e con essi quella del solido ruotante. Se tale posizione si fa dipendere 
dagli angoli Euleriani 0, f, ^ (§ 32), mercè le (42) del § 36 si elimi- 



GAP. II. — MOVIMENTO DEI SOUDI O SISTEMI RIGIDI. 253 

neranno le pj^, introducendo a loro vece le velocità di rotazione 

de df d^ 
dì ' di ' di ' 

La medesima (ii) e le sue conseguenti si semplificano considere- 
volmente, prendendo per assi mobili gli assi principali d^nerzia del so- 
lido relativi al punto fisso 0, perciocché allora sono nulli ì prodotti d'i- 
nerzia jBj, e si hanno l'equazioni seguenti molto semplici dovute ad 
Eulero : 

(12) { ^. % - (^, -A)PyP. = M„ 

nelle quali si farà la sostituzione anzidetta per le />|, quando la posizione 
degli assi mobili si fa dipendere dagli angoli 0, f, 4^. 

358. Il scudo essendo un corpo pesante. — Si prenda l'asse Ox^ 
in senso verticale dal basso in alto, sicché per le componenti X^ della 
forza di gravità agente sopra un qualsiasi elemento di massa m si hanno 
X, = Xj = o, X^ = — mg, conseguentemente per le componenti della 
stessa forza rispetto agli assi mobili, (2) del § 356 e conseguenti, ven- 
gono l'espressioni 

Bj = — m^a^j (*=si, 2, 3); 

di seguito, pei momenti (4) del citato § si hanno 

M, = — ^(«„Z^5. — a,.Z^5j)> 
M, = — g{cc^,2,^l^ — «,3^^0> 

Mediante queste espressioni, con riguardo alle (li), (t), (k) del § 36, 
si ottiene 

ovvero, essendo Jc, = Z^j*^*» ^ ^ 

ZM»^» = -^I'«^> 

e poiché, dinotando ^ le coordinate rispetto agli assi fissi del centro di 



1 
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gravità, ed M la massa totale del corpo, ha luogo la relazkme M:^^^=^^mx^ , 
risulta infine 

Stabilita questa relazione, riprendiamo l'equazioni d'EuLERO, (12) 
del prec. ^, moltiplicate le stesse ordinatamente per />,,/>,, /)j, e som- 
mati i prodotti, stante la relazione (a), risulta 

X^kPkàpu = — gMd:i^y 
integrando si ottiene, designata e la costante, 

(13) l.APl = c — 2gMt,. 

Attesoché sono nulle le X,, X^, risulta pure nullo il momento L^, 
(3) del § 356, si ha pertanto l'equazione 

donde viene 

cioè a dire, nel caso in esame la somma dei momenti delle quantità di 
movimento rispetto alVasse verticale è costante* 

Intanto, come per la (7) del § 356 e sue conseguenti, essendo 
-^kPk ^^ proiezioni sugli assi mobili del momento risultante G delle quan- 
tità di movimento del corpo ruotante, si ha ^^^uPt^yk P^^ ^ projezione 
dello stesso momento G sull'asse x. (il sommatorio ^ esteso a i= i, 2, 3), 
in forza della (^), dinotata C la costante, risulta dunque 

(14) X^kPk<^jk=C. 

359. Caso di Lagrange e di Poisson. — Per avere un'altra equa- 
zione, oltre delle (13), (14), che sia un integrale primo del movimento 
in esame, occorre fare delle ipotesi particolari sul corpo ruotante, e sulla 
posizione del suo centro di gravità rispetto al punto fisso; tra i pochi 
casi escogitati, si ha quello segnalato dai due illustri geometri menzionati 
cioè, che il corpo sia tale da aversi per l'ellissoide d'inerzia relativo al 
punto fisso, un ellissoide di rotazione, e il centro di gravità del corpo 
sia sull'asse di figura dell'ellissoide *). 



♦) Lagrange, Meccamca analitica, t. 2®, pag. 232, ediz. 3*. — Poisson, 16** 
quad. del G. della Scuola Pofitecnica^ ovvero Trattato di Meccanica, t 2®, pag. 162, 
ediz. 2\ 
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Con queste condizioni, dinotate C^ le coordinate del centro di gra- 
vità rispetto agli assi mobili, si hanno l'eguaglianze A^ = A^y ^^ = ^^ = o, 
j{^^ = ^^a^j =:^^ cos6; ponendo per gli a^j le rispettive espressioni (io) 
<lel § 32, le due equazioni (13), (14) diventano 

(15) ( a(p:+p:)-\-ap] = '^-^smk,cos% 

} A^ (pj sen 9 + />j cos 9) sen 6 — A^p^ cos 6 =r — C, 

alle quali si può accoppiare la terza (12), che con le premesse condizioni, 
essendo A^ — -^> = o, M^ = 0, si riduce semplicemente a dp^ = o, 
quindi dinotata c^ la costante dell'integrazione, per la stessa si ha 

(16) />3^-=^,. 

Mediante questa espressione, e quelle di p, , p, fornite dalle (42) 
del § 36, per le anziriferìte equazioni (15) vengono 

sen'e4t- = — 4-(C — ^,c,cose), 

ovvero, poste le ausiliarie 

ZgMKj _ -^J _ g — ^jC] _ C 

«. - j^ » ^^-1;* ^'- A^ ' ^'~~X' 
per le stesse (15) e per la (16) si hanno 

,, -■•(4)+(4?-)'='.-".-». 

(17) / ^ "^ ^ 

Eliminata -^^ fra le due prime equazioni, e posta u = cos 9 , si 



ncava 



(-57-) = (^. — ^,^)(l — O — (^a + ^a^«)' > 



donde 

(18) dt= '^" 



e di seguito per la seconda e terza (17) si hanno 
(19) ^'l' = 7 (c. + a,c,u)du 

(•20) d« = [c,-{-c,u-(i^a;)c,u']du . 

(i_««)|/(c,_a.«)(i-«')-(c.+ «,f,«y ' 
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non si tratta dunque che d'integrare queste tre equazioni (iS), (ip), 

(20) per avere l'espressioni di /, ij/, 9 m funzione di 6, le quali nella ge- 
neralità si riducono alle funzioni ellittiche, e quanto alle costanti arbi- 
trarie e, , e, , Cj si determinano coi valori conosciuti di 6, <p, ^ corri- 
spondenti a < = o. 

360. Altri casi d'integrabilità dell'equazioni di Eulero. — Al- 
lorché nessuna forza esteriore sollecita il corpo ruotante, o che tali forze 
si equilibrano, ovvero che le loro direzioni passano tutte pel punto fisso, 
o che in questo punto coincida il centro di gravità, sicché le somme dei 
momenti Mj^ siano nulle, l'equazioni del movimento sono semplicemente 

(21) H. •%■ - K - ^.) P^P' = ° ' 

la cui integrazione facilmente si riduce alle quadrature. 

Infatti, moltiplicate ordinatamente per p^jp^yp^» indi sonmiate 
danno l'equazione 

X^kPkdpk = o, 
la cui integrazione, dinotandosi 2 T la costante, fornisce 

(22) lAPl = 2T; 

se poi le stesse (21) si moltiplicano ordinatamente per A^p^^ A^Pi* 
A p y e poscia si sommano, viene 

X^lPkdpu = o, 
la quale equaàone integrata, designandosi Q* la costante, porge 

(23) I.APl = G\ 

ed a queste equazioni (22), (23) si associa la 

(24) Z p: = «% 

il sommatorìo ^ in ciascuna equazione estendendosi a ^ = i, 2, 3. 

Risolvendo le (22), (23), (24), rispetto alle p^ , si ricavano le tre 
seguenti espressioni, cioè la prima 

G'-2rK + ^,) + ^a^,^' 
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che mercè l'ausiliaria 

2 T(A^ + a;) — G' 

può scriversi 

donde con le sostituzioni circolari successive negFindici (123) deduconsi 

Molriplicate le (21) ordinatamente pei rapporti p,-A^, Pi'-^i» Pì'"^ì* 
e sommando si ottiene l'equazione 

dalla quale, atteso la relazione (24), la (27) e sue conseguenti, posta 
altresì 

(28) ff._|__^4-_^+_^j._^._^._^, 

si ricava 

e di seguito 

, ., (ùdtù 

(29) (i< = 



cosi, essendo conosciuta la velocità di rotazione a>, mediante la (27) e 
conseguenti si possono calcolare le sue tre componenti />j, mentre la 
(29), che in generale si riduce ad un integrale ellittico, fornisce il 
tempo /. 

U equazioni (22), (23) rivelano due proprietà ragguardevoli del moto 
in esame, cioè a dire : d'essere costanti la forza viva e Tasse della cop- 
pia risultante delle quantità di movimento. Infatti, con riguardo alle re- 
lazioni (36), (38) del § 35, si ha da un canto 

+ Z^''(p,5. - p.5,y + Zmipx-pxr, 

sviluppando il s* "concio membro di quest'equazione, e poiché gli assi 05» 
sono gli assi piincij^ali d'inerzia del solido rispetto ad 0, viene 

F. Calsakbka. — itfrrMiMM, voi. n. 33 
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d'altro cantOy essendo A^p^ le projezioni sugli assi 0^^ delle somme 
dei momenti rbpetto agli stessi assi delle quantità di movimento, per la 
(23) risulta essere G Tasse della coppia risultante delle dette quantità 
di movimento. 

361. Risolute Tequazioni (22), (23) alternativamente per p], />*, 
considerata la p^ come quantità data, supposto che A^ <^A^<^A^^ si 
ottengono Tespressioni 

2T A, - G* - AXA, - A:ìP\ 

^•- axa,-a:) ' 

- 2 r^. -f. y - AXA^ - a:)p\ 
f'- a^a^-a;) 

le quali per Tintroduzione delle ausiliarie />, = /x, 

2 r^, — G* . G* — 2 TA. 



J — A r É ^ j\ > 6 — 



AXA,-A;) ' * - AXA,-A,) ' 

~ g' ~A^-A/ G^-~2TA, ' 
si presentano nelle forme 

Introdotte le stesse nella seconda (21), posta altresì l'ausiliaria 

(3^) "=— — fei; -> 

si ricava 

(53) ndt=:^- ; ^ ; 

si osserva pure che, essendo positive le differenze A^ — A^, A^ — A^, 
A^ — ^,, 2 TA^ — G*, G* — 2 T-^, , sono posidve /*, ^*, quindi la fe*; 
inoltre, atteso la relazione 

^ ^_ (G'~2r.<,)(^,~^.) 

^ J - A^A, ^ A,)(iA^ - a;) ' 
le differenze ^ — /% G* — iTA^ hanno pari segni, quindi supposta 
Tultima positiva, sarà g^^f^, J5^* <Ci» ^ 1^ /^a P^^^ variare tra — /e 
+/, giacché X deve restare compresa tra — i e + 1. 
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Quando p^^z-^f^ la />, si annulla; allorché />^ cresce, perciò -r^ 
è positiva, dalla seconda equazione (21) emerge essere il prodotto p^p^ 
positivo, invece se p^ decresce, in conseguenza la derivata --^ si man- 
tiene negativa, il prodotto p^ p^ sarà negativo ; cosi ad ogni istante si 
saprà sc^liere i segni dei radicali derivanti dalle (31) pei valori delle 
j), , p^. Int^rando la (33), e designato t^ l'istante in cui p^ si annulla, 
donde vada crescendo, si ha 



(34) 






questa e le (31) valgono dunque a calcolare gli elementi del movimento 
in considerazione, allorché invece della velocità di rotazione a> sia data 
la sola sua componente p^ , e sempreché sieno A^<iA^<^A^, altri- 
menti le stesse formole subiranno modificazioni facili ad eseguirsi. 

3^2. Riguardo all'integrale 

c/o VI— *'sen*9 

come è noto (Bertrand, Cale, integ., pag. 585) 9 si denomina l'ampli- 
tudine corrispondente all'argomento ti, e si scrive f =amu; posto 
senf = x, doè 

(i) x=:senamu, 

lo stesso (e) diventa 

coesistendo altresì le designazioni 

(0 Yi — X* z= cosflmu, Yi — Jfe'x' = Samu, 

stnantu, cosamu, Xamu essendo tre funzioni perfettamente determi- 
nate per ciascun valore della variabile u. 

Ora, riferendoci all'integrale (34), se poniamo u=^n(t — Q stante 
le (d), (/) si hanno per l'eguaglianza p^z=zfx^ e le (31) 
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rilevandosi pertanto essere p, , p^, p^ funzioni periodiche di a, ed il loro 
periodo comune, ossia il periodo comune di senamu, cos a tnu, Lamu 
è il quadruplo dell'int^ale 



(30 






in conseguenza le dette p^ sono periodiche con la successione del tempo, 
avendo per periodo comune 






quindi riprendono gli stessi valori ad ogn'intervallo t, e l'asse istantaneo 
di rotazione riprende la sua posizione primitiva, come risulta dall'equa- 
zioni (31) del ^ 35. 

363. Proprietà geometriche del movimento nell'ipotesi del 
§ 3^0. — Queste proprietà rilevate dal Poinsot derivano dallo studio 
del movimento dell'ellissoide d'inerzia rispetto al punto fisso, concomi- 
tante al movimento rotatorio del solido ; infatti, per le ipotesi premesse 
nel citato § essendo costanti la forza viva, e l'asse della coppia risul- 
tante delle quantità di movimento, giacché 

(37) J.mv^=^A,p\ = 2T, J.AP\ = G\ 
dai teoremi I e m del § 356 risultano 

(38) fù=0N.frr=20l^i/~^, ^ = ^' 

cioè a dire : 

a) La velocità di rota^^ione istantanea o) è propor^^ionale al diametro 
dell'ellissoide passante pel poh. 

b) Il piano tangente alVellissoide nel polo è ad una distanza costante 
dal punto fisso 0. 

L'equazione dell'ellissoide essendo 

(39) Z^*5: = i. 

stante la prima (38) le coordinate del polo N sono espresj^e da 
^* (^ = I, 2, 3), e conseguentemente per l'equazione del piano tan- 

gente in N si ha, :^j^ dinotando le coordinate correnti, 

(40) J^A,p^^ = VlT, 

il quale è parallelo al piano invariabile, o del massimo delle aree (§ 335^ 
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Si perviene pertanto a riconoscere che l'ellissoide d'inerzia, ruo- 
tante col solido dintorno al punto fisso 0, resta costantemente in con- 
tatto con un piano fisso (r, la cui posizione va determinata dalle condi- 
zioni iniziali del movimento, cioè a dire che sia tangente all'ellissoide nel 
polo corrispondente all'asse istantaneo di rotazione iniziale. Poinsot ha 
denominato polaide la curva descritta dal polo N sulla superficie dell'el- 
lissoide, ed erpoloide la curva descritta dal polo sul cennato piano fisso a. 
n cono che è il luogo degli assi istantanei nel corpo ruotante, ha il ver- 
tice in e per direttrice la poloide ; quello formato dagli assi istantanei 
nello spazio ha il vertice in 0, e per direttrice l'erpoloide; per avve- 
rarsi il movimento del solido, e con esso quello dell'ellissoide d'inerzia, 
bisogna fare rotolare il primo cono sul secondo, a modochè la velocità 
angolare istantanea <ù segua la legge sopraindicata, ossia d'essere propor- 
zionale al diametro 2ON. 

Poiché la velocità del punto dell'ellissoide in contatto col piano fisso 
<T è nulla, trovandosi il medesimo sull'asse istantaneo, si rileva che il mo- 
vimento potrà avverarsi facendo rotolare senza scorrimento l'ellissoide sul 
predetto piano fisso (fig. 97). Si può anche dire, essendo costituito come 
sopra il cono 
rotolante, che 
la poloide ro- 
tola su] piano 
fisso, e la trac- 
cia su di esso 
costituisce l'er- 
poloide ; roto- 
lando la poloi- 
de sull'erpoloi- 
de, in ciascun e- 
lemento di tem- 
po gli archi cor- 
rispondenti del- 
le due curve hanno la stessa lunghezza. 

Il primo cono essendo costituito dagli assi istantanei di rotazione, 
sussistono pel medesimo l'equazioni (31) del § 35, cioè a dire i rap- 
porti eguali 

(41) ^rPi = ^.'P. = ^rPs^ 
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dai quali, stante le surriferite (37), si deducono l'eguaglianze 

.^^ Zapi ^r ' 

qubdi si ha per l'equazione del menzionato cono 

(43) G'TAM = ^Tj_Ali\, 

la quale, stante la seconda (38), può scriversi come segue 

(43') Z^»(^»-y)5ì = o. 

estesi i sommato ri ^ a ^ = i, 2, 3, e com'è palese, la medesima è 
l'equazione di un cono di secondo ordine. La poloide, risultante dall'in- 
tersezione di detto cono con l'ellissoide d'inerzia, è dunque in generale 
una linea di quarto ordine. 

Sussistenti l'ineguaglianze A^<^A^<^A^^ ossia supposto che per 
gli assi 05,, 05, > Oc, si prendano rispettivamente l'asse maggiore, 
l'asse medio, e l'asse minore dell'ellissoide d'inerzia, affinchè il cono del- 
l'equazione (43')> i° c^ 1® diflferenze A^ — non possono essere tutte 



tre positive, sia reale bisogna che si avverino l'ineguaglianze 

(44) ^.<-^<^,, 

giacché la distanza S = OP del centro dal piano tangente all'elBs- 
soide dev'essere minore del semigrandasse i : YA^ , e maggiore del semì- 

piccolasse i : ^A^ . 

Se in coesistenza alle ineguaglianze (44) sia A^=z i: }*, il cono si 
scinde in due piani reali passanti per Tasse medio, ossia per l'asse 20^^, 
avendosi infatti per la (43) 

(«) «■ = ± «. l/lji^ - 

la poloide in tale caso è cosdtuiu da due ellissi aventi per asse comune 
l'asse medio dell'ellissoide. Se poi nella stessa equazione (43) manchi l'uno 
dei coefficienti delle $, , 5, , e si abbia cioè A^^=ii\ X*, ovvero ^^ = i : X% 
il cono si riduce ad una retta, ossia al maggiore od al minore asse del- 
l'ellissoide, la poloide sarà costituita da due punti simmetrici ad 0, che 
sono eli estremi di tale asse* 
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364^ Equazione dell'erpoloide. — Dai rapporti (41) si deduce, con 
riguardo alla prima (38), 

e di seguito, sostituendo quest'espressioni nell'equazioni (21) del § 3^0, 
si hanno 

Si prenda il punto P (fig. 97), piede della perpendicolare tirata da 
sul piano (r dell'erpoloide, per origine delle coordinate polari p, x, che 
determinano in esso piano la posizione di ciascun punto N di detta curva, 
atteso il triangolo rettangolo OPN,- essendo 5^ le coordinate di N ri- 
ferito agli assi d'inerzia, atteso altresì le (38), (39), (43) del § prece- 
dente si hanno 

(48) I5: = p'+^, i^»$:=i, l^iv,=-^, 

le ultime due equazioni appartenendo alla poloide. 

Risolute le stesse rispetto alle ^^y e poste le ausiliarie 

(49) A = K - a;) (A, - a;) (^, - a;) , 

(50) a, = - (G^ — 2 TA;)(G' - 2 TA;):2TA^A^ g\ 

con altre due a,, a^ da quest'ultima deducibili mercè le sostituzioni 
circolari successive negl'indici (123), si ottengono le seguenti espressioni, 
cioè la prima 

(51) g;= ^'^'^i;~^'^ (p'-o» 

e le altre due da questa conseguibili con le predette sostituzioni ne- 
grindici. 

La prima equazione (48) di£Ferenziata dà 

donde, atteso le (47) e la (49), viene 

^ di -^^^l A, + A^ + ^3 J^'^'^3 

A^ A^ A^ 
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e con riguardo alla (51) e sue conseguenti si ha infine^ lasciando impli- 
cito nel secondo radicale il doppio segno, 

(52) p 4f = /^i^-(p'-«.)(p'-o(p'-^) - 

0)n le fatte ipotesi di A^ <^A^<C.A y e d'essere positive le diffe- 
renze G* — ^TA^y 2TA^ — G\ quindi G* : 2 T compresa tra A^ ed 
A^ y atteso la (49), la (50) e conseguenti, risultano A ]> o, ^i, > o, 
^1 !> o, a^<^0'y la 5' è dunque essenzialmente positiva, ed affinchè sieno 
pure positive le 5j , 5, > bisogna che fossero p* — a, positiva, e p* — a^ 
negativa, in conseguenza fl, <C P* <C ^a > ossia p' deve oscillare tra a^ ed 
flj , il raggio vettore p dell'erpoloide varia dunque tra un minimo ì/a^ ed 
un massimo |^ . 

Da ciò emerge che il radicale secondo nella (52) è sempre reale; 
quindi per mezzo della stessa equazione si può determinare p' in dipen- 
denza di t mediante una funzione ellittica, la quale viene pure detenni- 
nata per la prima (48), essendo già, (35) del § 362, le ^j^z= p^i^zT 
espresse per funzioni ellittiche dipendenti da /. 

365. Si consideri due punti della poloide AT, N' infinitamente vi- 
cini, determinati dalle coordinate £j, ?* + rf^j, Tarea infinitamente pic- 
cola del triangolo mistilineo NON' ha sui piani coordinati 1^0^^, 
SjGSj» 5.05, (piani principali d'inerzia) le projezioni espresse per le 
formole 

(i) T(^,dl.-U^,')> HU^-^^ài;), H^,di,-.i,di,), 

la prima delle quali atteso le (47) del precedente § assume la forma 



I — 2 



e da questa mediante le due ultime (48), eliminando dalle stesse la ^^ , 
risulta 

le altre due espressioni (^) si ottengono cosi trasformate, deducendole 
da quest'ultima con le solite sostituzioni negl'indici. 

Intanto, essendo il triangolo NON' tangente al cono costituito nel 
corpo ruotante dagli assi istantanei di rotazione, determina sul piano fisso 
<j un settore col centro in P limitato dall'erpoloide, il quale va espresso 
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da -jf^dx, e poiché lo stesso piano è perpendicolare al vettore rappre- 
sentante il momento G, la cui direzione forma con gli assi coordinati 
O^j^ angoli aventi i coseni espressi per la formola 

A^p^: G = ViTA^i^iG (*= i. 2, 3% 

ne risulta l'eguaglianza 

la quale, in forza della (hi) e sue conseguenti, diventa 
,dK_ r2TA-G' ., 2TJ-G' ,, 2TA,-G* , p.n^. 

Stante l'espressione (51)» e le altre che dalla medesima si conseguono, 
risulta pure 

p»^ = [Ì2TA, - G')AXA, - 4)(P* - '».) 
+ (2 TA, - G^)AXA, - ^,)(p' - «J 

donde, rìducendo mediante la (50) e sue conseguenti, con riguardo al- 
tresì alla (49)9 e posta l'ausiliaria 

(2 TA, - G')(2 TA, - G0(2 TA, - G») 
^55'' ^~ 4A,A^A^G'r 

si ottiene infine 

Mediante questa equazione e la (52) si possono determinare p e x 
in funzione del tempo ; fra le stesse eliminando ^ /, si ottiene l'equazione 
differenziale dell'erpoloide 

(55) d.- ^ ^Pf'-(p'-a.)(p'-0(P^-a,)' 
colla quale si ha x in funzione di p mediante una quadratura. 

IV. — Movimento di un solido libero. 

366. Equazioni del movimento. — Sia riferito il solido ad una tema 
di assi ortogonali fissi Ox,.(i = i, 2, 3), ritenute tutte le indicaàoni e 

F. CàLSAaiftA. — IdiitémUé, Tol. II. )4 
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designazioni dei §§ 329 e seg., si osserva che applicando il principio di 
D'Alembert, cioè che a ciascun istante avvi equilibrio tra tutte le forze 
agenti su i vari punti del sistema e le forze d'inerzia, coerentemente a 
quanto fu svolto nel § 234 han luogo l'equazioni (2), (3) di quel 5, 

surrogando alle X. per adattarle al presente caso le X^ — ^"T^» ^^^^" 
dosi pertanto tre equazioni incluse nella seguente 

(0 Z^7^=Z^.- 0=1,2,3), 

altre tre, di cui la prima è 

e le conseguenti con le sostituzioni circolari successive negl'indici; nelle 
quali equazioni le Z ^i ^^^^ 1^ somme delle projezioni secondo gli assi 
coordinati di tutte le forze esteriori, mentre quelle delle forze interiori, 
conjugate a coppie, sono nulle; le prime tre equazioni (i) riferisconsi 
al movimento di traslazione comune a tutti i punti del sistema nel senso 
di ciascuno degli assi Ox,. , la (2) e conseguenti riferisconsi ai movi- 
menti rotatori dintorno ai detti assi. 

Però si ottengono equazioni più appropriate, riguardando ogni mo- 
vimento elementare del solido risultante da due movimenti semplici (§ 82), 
cioè una traslazione comune a tutti i punti del sistema, per la quale ba- 
sterà considerarne un solo con ispecialità designato, e da una rotazione 
attorno questo punto di tutti gli altri del sistema. 

Tale determinazione sarà resa ancora più agevole, prendendo per 
punto designato il centro di gravità; infatti, dinotate 7^. le sue coordinate 
rispetto agli assi fissi, pel principio della conservazione del movimento 
di esso centro si hanno le seguenti tre equazioni, (12) del § 333, desi- 
gnando con M l'intera massa del sistema, 

(3) ^^ = L^i (.•=i.«.}). 

e considerate tutte le forze esteriori agenti sul sistema come applicate 
al detto centro. 

Pel medesimo siano condotti tre assi G x[ , che si mantengano costan- 
temente paralleli agli assi fissi Ox., e più una terna di assi ortogonali 
G^i connessi invariabilmente al solido, perciò in rotazione insieme allo 
stesso intorno al centro G; se inoltre si prendano per assi mobili Gl^ 
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gli assi principali d'inerzia centrali del sistema, si applicheranno a questo 
secondo movimento l'equazioni d'EuLERO, (12) del § 357> la prima 
essendo 



(4) 



^.%-K-^,)/'.P, = M., 



e le altre due dalla medesima conseguibili con le indicate sostituzioni 
negl'indici; le quali equazioni nei casi dinotati in principio del § 560, 
essendo i momenti Mj^ nulU, assumono le forme (21) ben più semplici, 
ed integrabili come in detto §. 



567. Allorché il mobile è sottoposto alla sola azione della gravità, 
l'equazioni (3) saranno quelle del movimento di un punto materiale pe- 
sante nel vuoto, il quale perciò descriverà una parabola tangente alla 
direzione della velocità iniziale, il cui parametro dipenderà dalla grandezza 
di essa velocità, e il movimento su questa curva sarà lo stesso che quello 
di un punto materiale isolato. Il peso del corpo essendo una forza ap- 
plicata costantemente al centro di gravità G, non avrà alcuna influenza 
sul movimento di rotazione attorno di questo punto, che sarà unicamente 
dovuto alla impulsione iniziale, e come se il centro di gravità non si 
spostasse. 

Sia il mobile colpito da una impulsione diretta secondo la normale 
EN z\ punto E della sua superficie (fig. 98), AEB la sezione del corpo 

determinata dal centro di gravità G e 
dalla retta fN, la GD parallela ad EN 
sarà la tangente alla parabola che il punto 
G va a descrivere, ed in essa direzione è 
la velocità iniziale F dello stesso punto G. 
Il mobile dovrà girare attorno di G, come 
se fosse spoglio della gravità, e che questo 
punto non prenda alcun movimento, l'asse 
GC perpendicolare alla sezione AEB resterà immobile, e la velocità 
angolare di rotazione sarà data per la formola relativa al movimento 
iniziale di un corpo attorno un'asse fisso; sicché designandola a>, osser- 
vato che la quantità di movimento imp:esso al mobile è equivalente ad 
M Vy dinotando Af l'intera massa del corpo, e designata / la perpendi- 
colare GL abbassata dal punto G sulla retta £N, per la formola (4) 
del § 345 si ha 



Aff: if 
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MVf 

C ' 

manifestante essere il movimento rotatorio uniforme. 

Supponiamo che il mobile sia un ellissoide omogeneo^ i cui tre assi 
àeno dinotati 2a.(iz=z i, 2, 3), e supponiamo la direzione dell'impulsione 
tale, che la sezione AEB sii una delle sezioni principali di figura dell'ellis- 
soide, la sezione degli assi 2a, , la^, allora il momento d'ineràa C ri- 
spetto all'asse di rotazione, che è Tasse 2a^, ha per valore (§ 157) 

in conseguenza per u viene l'espressione 

(A ^ i i • 

e nelle stesse condizioni, se l'ellissoide sia di rotazione attorno l'asse me- 
desimo 2a , dinotato a il raggio del cerchio equatoriale, risulta 

2 a' 



CAPITOLO TERZO. 

MOVIMENTI RELATIVL 



L— Movimento relativo di un punto e di un sistema invariabile. 

368. La teoria dei moti relativi consiste nella quistione di determi- 
nare il movimento di un corpo relativamente ad mi altro, essendo i due 
corpi animati da movimenti conosciuti; e da prima consideriamo un punto 
mobile M, ed un sistema invariabile 5, che dicesi sistema di compara:^ne, 
l'uno e l'altro essendo riferiti ad una terna di assi rettangolari fissi Ox^ 
(i z= i, 2, 3). Relativamente a questi assi si dinotino x. le coordinate al 
tempo / del punto M, 0^ quelle di un punto designato del sistema S, 
e preso questo punto per origine di altra terna di assi ortogonali o^j^ 
(^ = I, 2y 3) mvariabihnente connessi con S, perciò mobili insieme allo 
stesso, siano ^^ le coordinate di M all'istante t rispetto a questi assi mo- 
bili, fra le ^|, x^, 0. sussistono le relazioni 

(0 ^i = ^i+Z«i»5*» 

b cui per ogni valore i, 2, 3 di 1 il sommatorio ^ va esteso a Jfc = i, 2, 3, 
gli a.|^ dinotando i coseni degli angoli formati rispettivamente dagli assi 
mobili o^j^ con gli assi fissi Ox^ ($ 31). 

Siano M'f S'y 0' (fig. 99) le posizioni che prendono M, il sistema S 
e con esso il punto 0, all'istante t -{- dt, td M^h posizione in tale istante 
del punto, che considerato come legato invariabilmente ad S comcide 
con M all'istante i, perciò avente le stesse coordinate ^^^ del mobile 
M rispetto agli assi o^^ nell'istante anzidetto; lo spostamento assoluto 
di M nella durata di, cioè a dire il suo canmiino indipendentemente 



ayo 
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dal movimento del sistema di comparazione, è MM\ mentre M^M' è 
il suo spostamento relativo; MM^ dovuto al movimento del sistema 5, 




dicesi lo spostamento di trascinamento; fra codesti spostamenti sussiste Te- 
guaglianza geometrica 



(^) 



(^MM') = (MM;) + {M^M'), 



esprimente che lo spostamento assoluto ò risultante dal movimento di 
trascinamento e dal movimento relativo. 

Dividendo la stessa equazione per dt, e designate F^y F^^ V^ la 
velocità assoluta, la velocità di trascinamento, e la velocità relativa, os- 
sia gli equivalenti quozienti MM'idt, . . . , che si possono rappresen- 
tare per segmenti corrispondenti M V^ , M^ V^y MV^ sui relativi vettori 
(fig. 99), si consegue quest'altra eguaglianza geometrica 

(3) (f^j = in + ìk). 

dinotante il 

Teorema. — La velocità assoluta del punto M è la risultante della 
velocità di trascinamento e della velocità relativa. 

369. Allo stesso risultato, ed a quanto riguarda le accelerazioni omo- 
nime del medesimo punto M, si perviene con l'analisi seguente: 

U passaggio del sistema di comparazione dalla posizione 5 alla 5' si 
può riguardare come risultante da una traslazione comune a tutti i suoi 
punti, per la quale le coordinate di in 0' diventano o.-^dOi^ seguita 
da una rotazione attorno un asse istantaneo passante per 0' con cerca 
velocità angolare w, avente secondo gli assi mobili (§ 35) le componenti 
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(4) 0'. = -Z«.-,-Tf = I«.-. 



3 



e per effetto di tale movimento il punto M^ (caso 3° del § 34) ha, se- 
condo gli assi fissi Ox. le componenti F^. della velocità F^, e le -4,. del- 
Taccelerazìone J^ di trascinamento, rispettivamente espresse per le formole 

nelle quali i sommatorl J!» P^r ^^^ stesso valore i, 2, 3 della i, vanno 
estesi a it = I, 2, 3. 

Il punto M ha in Ai' la velocità F^ e l'accelerazione A^y le cui com- 
ponenti secondo agli assi fissi sono fornite dalle derivate 

ed il medesimo mobile nel movimento relativo M^ M' ha la velocità F^ 
e l'accelerazione A^^ delle quali le componenti secondo gli assi mobili 

sono espresse per le derivate -jj- , -t-- , e secondo gli assi fissi per le 
formole 

(7) ^. = Z«a§. ^. = I«a^^ 



■ a 9 



i sommatori J! estesi come per le (5). 

Intanto, diflferenziando due volte di seguito l'equazione (i), consi- 
derati tutti gli elementi quali funzioni continue e ad un solo valore di ^, 
si conseguono l'espressioni 

^ = ^- 4. VP ^4. Va ^ 
di dì +^^* dì +2-«.* dì ' 

la prima delle quali, stante le (5), (6), (7), dà l'eguaglianza (3), e quindi 
il teorema sopraenundato; la seconda fornisce 

ed indicando con A^ un vettore avente l'origme in M e per projezioni 
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sugli assi fissi i segmenti determinati dall'espressione 

in cui ad ogni valore i, 2, 3 di i si estende il X ^ '^ = ^> ^> 3> vettore 
che dicesi V acctìera-^^one complementare del punto M, si ha per la stessa 

equazione 

(io) ^., = A,, + A^^ + A^, , 

la quale si traduce nel seguente 

Teorema (dovuto a Corious). — Uaccelera:^one assoluta del punto 
M è la risultante dell' acceleraj^iotu di trascinamento, delV accelerandone rela- 
tiva, e dell' audera:^one complementale. 

Se le stesse A^. si projettano sugli assi mobili, se ne ottengono le 
componenti A[j^ = 2! *»* ^d ^^^ medesima accelerazione complementare 
secondo questi assi, risultandone, atteso le designazioni (4), 

due delle quali espressioni possono dedursì dall'altra mediante le sostituzioni 
circolari successive negl'indici (123). 

Componendo queste projezioni A\^, si ottiene per Taccelerazione 
complementare l'espressione 

ovvero, dinotato (o, V^ l'angolo tra i due vettori rappresentanti la ve- 
locità u, e la V,, sicché 

« r,.cos(«, V,) = Zp»^ (*= I. 2. i), 

^: = 4«»r;[i-cosX«, ^,)], 

e conseguentemente 

(12) J^ = 2 w V^ sen (o), V^. 

Si osserva al tempo stesso che dalle (11) vengono 
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le quali equazioni dimostrano che i due vettori rappresentanti a> ed ^^ 
sono ortogonali, parimenti i due vettori rappresentanti V^ ed A^ , ossia 
che VacuUraxìonc complementare A^ è normale all'asse istantaneo di rota- 
j^ione del sistema S, ed alla velocità relativa. 

Casi particolari. — i^ Se nel movimento del sistema di compara- 
zione la rotazione è nulla, perciò gli assi mobili si mantengono costan- 
temente paralleli a se stessi, e possonsì riguardare anche paralleli agli 
assi fissi, essendo co, quindi le p^ nulle, sarà anche nulla Taccelerazione 
complementare; allora, pel movimento di trascinamento, che è semplice- 
mente movimento di traslazione, basterà avere riguardo allo spostamento, 
alla velocità ed all'accelerazione di un solo punto qualsiasi o del sistema ; 
la velocità e l'accelerazione assolute del punto M saranno rispettivamente 
le somme geometriche delle velocità, e delle accelerazioni dei due movi- 
menti componenti, cioè del movimento di traslazione e del movimento 
relativo. 

2° Se fosse un punto fisso, che si prenda per origine degli 
assi fissi, il sistema S non potendo allora che girare attorno a questa 
origine comune delle due terne di assi, in tale caso nelle formole supe- 
riormente date devonsi ritenere nulle le o. e loro derivate, rimanendo in- 
variati tutti gli altri termini. 

370. Equazioni del movimento relativo. — Projettando sugli assi 
mobili i vettori rappresentanti le varie accelerazioni, dietro il teorema di 
CoRious si ha, similmente alla (io), l'equazione 

-^«1 = -^/k + ^rh + ^'ch 9 

che moltiplicata per la massa m del punto mobile M si può scrivere 

ora, m A^ designa la forza producente il movimento relativo, le cui com- 
ponenti secondo gli assi mobili sono espresse da m ~t^ , e la m ^ 

ut * 

rappresenta la forza F risultante di tutte quelle che siano direttamente 
applicate ad Af , le componenti della quale secondo i detti assi le designiamo 
Xj ; dicesi for^a centrifuga il vettore — mA^,c for:(a centrifuga composta 
il vettore — mA^y dunque pel movimento relativo si hanno tre equa- 
zioni, incluse nella 

d^l 

F. CJU.11AKBRA. — Mmmumm, Tol. II. 35 
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le quali relativamente agli assi mobili sono le stesse che pel movimento 
libero di un punto rispetto ad assi fissi, se si aggiunge alle forze agenti 
sul mobile due forze fittizie cioè, la forza centrifuga, e la forza centrifuga 
composta, le componenti di quest'ultima essendo espresse per le (ii) 
moltiplicate per — m. Grintegrali di esse equazioni (14) forniranno le ^^ 
in funzione del tempo t^ cioè a dire l'equazioni sotto forma finita del 
movimento relativo in considerazione. 

Specificate le stesse (14) con jfe = i, 2, 3, e moltiplicate rispettiva- 
mente per d^^y d^^, d^j, indi sommati i prodotti, stante la seconda (13), 
per la forza viva relativa del punto M risulta 

(15) rf^ = Z^-d^* + I(- »^AÒàl, , 

donde, integrando tra i limiti t^ e t del tempo, e designata F^^ la velo- 
cità relativa all'istante 1^, viene 

(16) mri-mVl^=2 f-^X.di.J^i fY{-rnA,,)dl, 

che è la medesima equazione (5) del § 134, aggiungendovi la considera- 
zione del lavoro della forza centrifuga, e potrà quindi dedursì da questa 
(16) l'analogo teorema che fu inferito dalla menzionata equazione. 

371. Movimento del pendolo semplice, tenendo conto del moto 
ROTATORIO DELLA Terra. — Per uu'applicazione consideriamo questo mo- 
vimento, osservando anzitutto che il pendolo in riposo prende una direzione, 
che è quella della risultante della forza attrattiva della Terra e della sua 
forza centrifuga, direzione che dicesi la verticale^ e si designerà mg Tin- 
tensità della stessa risultante, essendo m la massa del pendolo. Si prendano 
per assi mobili con la Terra la indicata verticale (per l'asse o^^), essendo 
l'incontro della verticale con la superficie terrestre, la tangente al me- 
ridiano in dal nord al sud per l'asse o^^y e h tangente al parallelo 
in da ovest ad est per l'asse o^^. 

n pendolo nel suo movimento relativo è sollecitato dall'attrazione 
della Terra e dalla sua forza centrifuga, la risultante delle quali mg può 
essere considerata come costante in intensità e direzione, a causa della 
piccolezza delle dimensioni del pendolo in riguardo a quelle della Terra, 
e l'altra forza che è la centrifuga composta, le cui componenti, atteso 
le (11) del § 369, sono 
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Sia X la latitudine di o, co la velocità di rotazione della Terra, rappre- 
sentata da un vettore parallelo alla linea dei poli rivolto verso il sud, 
stantechè la Terra ruota dall'ovest all'est, e per le cui componenti si 
hanno j)^ = o, p^ = co cos \ p^ = ìù sen X; Tequazioni del movimento 
in esame sono dunque 

d^l di . dL 

-^-^ — 2 co -j-^ sen >. + 2 co -j-^ cos ). = o, 
al ai ai 

d% di, ^ 

colle quali bisogna mettere in coesistenza la ^^1=^ M* , ovvero 

^$jd$j = o ; perciò dinouto [t un coefficiente arbitrario, il metodo dd 
moltiplicatori dà per l'equazioni complete del movimento 

d^l di . di, 

_^_2a>-^cosX-^-(*5, = o. 

Supponiamo, come nell'esperienze di Foucault, che la lunghezza I 
del pendolo sia grandissima, e lo stesso allontanato pochissimo dalla pò* 

sizione d'equilibrio, sicché si possano considerare presso a poco ^ = l, 

jp jp 

ed co — r^ , co — rf come infinitesimi, di cui siano trascurabili le potenze 
ai ai 

superiori alla prima ed i loro prodotti; con tali considerazioni, essendo 
-P" = -j-j- = o, la terza equazione (17) dà [x = — g'-h^ per le altre 
due si hanno 
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dalle quali si deducono Tequazioni 

31» ""T dt ~°' 

i d^l —l d^l , l di A-i di 

S» ^» ^^» ^' + 20) ^'^' y^'^' sen X = 0, 

che integrate, designando con e, , c^ le due costanti, danno 

(§)' + (§)■ + ice; + o -. . 

Esprimendo 5, , 5, in coordinate polari, poste cioè 

5, = r cos 6, 5, = f sen 0, 
le due ultime equaaoni si commutano nelle 

(18) =5^3 [-^ = c,, r^^ + r'a>senX = c,, 

e posto 

6 = i|; — iùì sen X, 

dalla seconda equazione risulta 

donde si rileva che la velocità -^ varia in ragione inversa del quadrato 
del raggio vettore; scegliendo c^ = 0, cioè a dire imprimendo all'origine 
del movimento una velocità angolare -jr = — <«> sen \ si avrà ^4^ = o> 
if = costante, e perciò 6 andrà crescendo negativamente; in tale caso, 

j A 

avendosi -77 = — w sen \ la prima equazione (18) diventa 

(^°) (^)* ■'"^ ("f" + "' '"'' ^) = '" 

e per cui mezzo si può riconoscere la legge delle oscillazioni nel piano 
verticale. 

n. — Movimento relativo dei sistemL 

372. Come fu rilevato nel § 368, la teorìa dei moti relativi ha per 
iscopo di determinare il movimento di un corpo relativamente ad un altro, 
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pur esso in moto, essendo i singoli movimenti conosciuti; ora, se per un 
punto preso a piacimento nel corpo o sistema di comparazione, s'imma- 
ginano tre assi ortogonali 0^^(k = i, 2, 3), animati perciò da un mo- 
vimento conosciuto, dietro quanto si è osservato nel § 370 si possono 
riguardare codesti assi mobili come fissi, purché si aggiungano alle forze 
agenti su ciascun punto del corpo comparato le rispettive due forze fitdzie, 
la forza centrifuga e la centrifuga composta, equazioni (14) del citato §; 
e si sa che alla determinazione della for:^ viva di ciascun punto del 
corpo confrontato l'azione della forza centrifuga composta non vi concorre, 
essendo il suo lavoro nullo, equazione (16) dello stesso § 370. 

Allorché poi si tratta del movimento relativo di un sistema S rispetto 
al suo centro di gravità G, pur esso in movimento, di cui sia A^ Tacce- 
lerazione al tempo t, e si prende lo stesso punto per origine degl'indicati 
assi mobili, si suppone inoltre che questi assi G^j^ abbiano direzioni co- 
stanti, talché il loro movimento sia una traslazione, allora nella conside- 
razione del movimento relativo di tutti i punti del sistema invariabilmente 
legati ai predetti assi G^|^, i quali hanno la stessa accelerazione di tra- 
scinamento A^ , si potrà riguardare gli stessi assi G ^^ come fissi, aggiun- 
gendo alle forze agenti su ciascun punto m la sola forza centrifuga — m^^ , 
dappoiché la forza centrifuga composta é nulla (§ 369, caso i^; ed en- 
trambe codeste due forze fittizie non entrano punto nell'applicazione 
del teorema su i momenti delle quantità di movimento, e quello delle 
forze vive (§§ 334, 336), cioè a dire si applicano questi teoremi al mo- 
vimento relativo del sistema 5 intorno al centro di gravità G, riguardando 
gl'indicati assi Gl^^ come immobili. 

373. Movimento relativo di due corpi, che si attraggono 
scambievolmente in ragione delle masse, e secondo una funzione 
qualsiasi /(r) della distanza r fra i loro centri di gravità. — Siano 
S e P i due corpi attraenti (il Sole S, p. e., ed un pianeta P), le cui 
masse denotiamo M ed m, le quali si riguardano come concentrate nei 
rispettivi centri di gravità; perciò i due corpi ridotti a punti materiali di 
masse Af, m, cosicché la forza di attrazione scambievole va espressa per 
M fnf(r)f supposta la f(r) fimzione contmua, e ad un solo valore di r. 
Le posizioni di essi punti 5, P siano riferite ad una terna di assi ortogo- 
nali fissi Ox.(i=z I, 2, 3), e designate x\ le coordinate di S, x" quelle 
di P al tempo t, avendosi perciò 
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(I) r* = I « - xy , 

il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 5. 

Le componenti secondo gli assi coordinati della forza agente su di 
5 sono dati per la formola 

(2) Mmf(r)^ 



x'! — x[ 



e quella della forza agente su P sono le stesse, prese con segno opposto, 
in conseguenza per Tequazioni del moto dei due punti, individualmente 
considerati, si hanno 

(3) M)^ = Mmm-^> ^-^ = Mmf(rp-^ ((=..2,5). 
Da quest'equazioni sommandole si consegue 



M 



d*x': . d'x'I 



e designate ^. le coordinate del centro di gravità del* sistema costituito 
d2u due corpi, stante la relazione 

(^M + tn)i, = M x'. + mx'! , 

per la stessa ultima equazione viene 

^ = 
di' ^' 

ossia con i = i, 2, 3 si hanno tre equazioni, le quali manifestano che 
il detto centro di gravità del sistema segue un movimento rettilineo ed 
uniforme. 

Supponiamo tracciati pel centro di gravità G del corpo S tre assi 
ortogonali G^^i che in movimento con lo stesso corpo, si mantengano 
costantemente paralleli ai rispettivi assi Ox.^ e si dinotino 5,- le coordi- 
nate del punto P relativamente a questi nuovi assi mobili, di guisachè 

siano 

(4) 5, = < — x; (i = i. 2, 3); 

con queste relazioni si deducono dalle (3), pria semplificate dividendole 
rispettivamente per Af, m, poscia sottraendo dalla seconda la prima, e 
moltiplicato il risultato per m, 

(5) m^ = -(M + «)«/(r)-^ (i = l,^,ì), 
che sono Tequazioni del movimento relativo di P rispetto ad 5, come se 
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questo fosse immobile, e con la massa M -]^ m attraente P secondo la 
medesima legge suindicata. 

374. Il movimento in esame può intanto trattarsi più semplicemente, 
e da scoprire proprietà assai rilevanti, adoperando il procedimento che 
segue (confr. Tisserand, Trat. di Mecc. celeste, t. I, pag. 43 e seg.). 

Considerato 5 nelle condizioni anzisignificate, la forza di attrazione 

(6) if = (M + m)w/(r) 

che esercita su P essendo una forza centrale, ne segue che la trajettoria 
di detto punto P sarà in un piano % passante pel centro di gravità di 5, 
che designiamo 0, ed il movimento si esegue secondo la legge delle aree, 
qualunque sia la funzione /(r), purché continua e ad un solo valore di r. 
Ciò posto, per e nel piano i: siano tracciati due assi ortogonali x, , 
Ox^y dì quali si rapportino le posizioni di P, le cui coordinate designiamo 
x^ , jc^ , sicché si ha 

(7) r' = *:+*:. 

le X, , x^ essendo funzioni continue e ad un solo valore di /; e poiché 
pel cennato principio delle arce, dinotata k la costante, si ha 

di seguito, indicando con v la velocità di P al tempo t, e con riguardo 
alla (7), si consegue 

*-=«+^[(^y+(^)-] 



donde 



-(-.^+-.^)"=^'«--.(^)-. 



sostituendo però alle x, , x^ le coordinate polari r, 6, ossia poste 

(9) x, = r cos 6, *, = r sen 6, 

per la (8) si ottiene 

dt ' 
quindi 

k dt~ dt'^ dt~~ dò\T)* 



28o 
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e per l'espressione di v* viene 



(10) 



v' = k* 



d-i 



T-h 



r • \à^ 



D'altro cauto, pel principio delle forze vive, designata U la funzione 
di forza, si ha l'equazione 



00 



2 2 **' 



essendo v^ , IJ^\ valori di v e di t7 al tempo X^ , al quale corrisponde 
r^ per r\ e nel caso attuale la funzione di forza, ossia il potenziale del- 
l'attrazione che esercita 5, diretta da P in 0, va espressa da 



(12) 



C7 = — (M + m)m ff(r)dr. 



giacché, stante la (7), è questa una funzione delle x, , x, , e derivandola 
con riguardo all'espressione (6) di R, facendovi precedere il s^no — , 
si ottengono 



d_U 
dx. 



dU dr _pdr 



dr ' dx. 



dx.' 



dU_dU dr _pdr 

dx. dr ' dx. 



dx/ 



ma 



dr dr 



j , , esprimono i coseni d^li angoli, che la direzione di R forma 
d X dx, 

con gli assi Ox, , Ox,, adunque dinotate X,, X^ le componenti di essa 
forza secondo i detti assi, risultano 



X.— 



dU 



^.= 



dU 



dx, ' • rfx, ' 

donde si rileva essere la surriferita (12) la funzione potenziale pel mo- 
vimento in esame. 

Con la stessa, dalla (11) si ricava 



v* = k* 



T + 




*'^^ 



r- ' \d 
e poste convenientemente 



TF 7 J = < - 2(M + m)£f(r)dr. 



(13) 



K = -^, ?(0 = -2(M + »») r/(r)d 

= .(*f+».)r4-/(-i-)j.. 
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si ha 



*'[^'+(^)] = -: + K0; 



dalla quale equazione si ricava 
(14) 



conseguentemente 

ed è questa l'equazione della trajettoria del punto P, ridotta alle qua- 
drature. 

Dalla relazione -^t'^j" = — tf > ^^^^ riguardo alla (14), si deduce 

fc ut V 

espressione che dà il significato del radicale; d'altro canto per la relazione 

db 

/: = r* -j- noi possiamo ottenerne una, che dà l'angolo x formato in 

M Ogni punto dalla trajettoria col raggio 

•^y.' ^^^ vettore, infatti considerati due raggi r, 
r'\'dr infinitamente vicini (fig. 100), 
e descritto con r l'arco di cerchio r d 6 
fi compreso fra detti due raggi, preso 
in considerazione il triangolo infinite- 
simale rettangolo avente per ipotenusa l'arco ds della trajettoria, e per 
cateti dr, rd% si ha 

. . rde de ds k rde k dr 

(17) senx = -y- = r-j-:-r-- = — , tanx = --j— = — :-r-; 
^ '"^ ds dì dì rv * dr r ài * 

infine, poiché — j-.-^y = — -j-^ per la (16) viene 
donde 




<'') ' - '• = IItw. 



^..-« + ?(0r*'^* 



375. A studiare le proprietà della trajettoria si osserva anzitutto che 
la medesima dev'essere concava rispetto al ponto attraente; che la v^ et- 

F. Caldari&a. — > i/cCCMIfM, TOl. U. )tf 
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sendo arbitraria, giacché si tratta delle proprietà generali della trajettoria, 
si può supporre ule, che Tequazione 

(19) vl + <fQO-k\* = o 

ammetta radici reali in :f ; sia ;^ = a una di queste radici, alla quale 
corrisponderà per r •= i : a = p un massimo, ovvero un minimo, giacché 

si è annullata la derivata -,- = Tù-«"~r > quindi la -ta- , ed atteso la se- 
or avi r a^ 

conda relazione (17) lo stesso raggio vettore, massimo o minimo p, sarà 
normale alla trajettoria. Dietroché r sia passato pel massimo o pel mi- 
nimo, esso riprenderà in senso inverso gli stessi valori, ed una coppia 
di valori eguali sono ad angoli eguali equidistanti dal raggio massimo o 
minimo; infatti, se 6, sia l'angolo fra il massimo ed un altro raggio p, , 
a sinistra, per la (15) si ha 

di 



e 



'~V- v< 



+ ?(0 - k\' ' 

mentre per l'angolo 6^ a destra fra p e p, si ha 

ài 



'' = 'lM 



+ f w - »"e ■ 

donde si ricava 0^ = — 0^ ; lo stesso risultato si avrà se p sia un minimo; 
risulta dunque, che attorno ad un raggio massimo o minimo la trajet- 
toria é simmetrica, qualunque sia la legge di attrazione. 

Conseguenza di questa proprietà geometrica, ritenuto altresì che r 
fosse sempre finito, e che la funzione /(r) sia finita, continua, e ad un 
solo valore di r, é che l'equazione (19) non possa avere che due radici 
reali, corrispondenti l'una ad un massimo, e l'altra ad un minimo di r, 
che se la detta equazione ammetta altre radici reali, queste devono essere 
rispettivamente eguali alle due anzidette. In altri termini, la curva potrà 
avere anche molti massimi e molti minimi (fig. loi), ma i raggi corri- 
spondenti ai primi saranno tutti eguali, e parimenti rispetto ai secondi; 
infatti, se OA sia un massimo ed OB un minimo, l'arco AB dovrà ri- 
prodursi in £ C a causa della simmetria, quindi C sarà un altro mas- 
simo eguale ad 0^, e continuando r passerà per un altro minimo OD 
eguale ad By cosi proseguendo finché la trajettoria o si chiuda da sé, 
o continuerà all'infinito serpeggiando. 

Risulta pertanto che la curva tocca alternativamente all'interno ed 
all'esterno due circonferenze concentriche in 0, aventi per raggi il va- 
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lore massimo 0^ ed il minimo 05 di r, ossia che la forma della tra- 

jettoria del punto P è tutta com- 



i 







presa in una corona circolare, a 
modo che se non si chiude, le 
infinite spire copriranno tutto lo 
spazio della corona; siffatta curva 
fu detta da Gylden periplegma- 
tica, e l'ampiezza diametrica del- 
la corona circolare fu detta dia- 
sUmay sicché nel moto relativo 
di un punto attratto da un altro, 
la trajettoria è una curva perù 
plegmatica a diastema costante. 

Siano a e P i valori di ;(, 
che rendono r massimo e mini- 
mo, perciò minima e massima la 
stessa :(, essi devono soddisfare 
all'equazioni 



L._ ?(P)-?(«) 



< + ?(«) — **«' = o> 
dalle quali si ricavano 

o~ p' — a* 

e con queste espressioni si forma il trinomio 

L'angolo diastimetrico, ossia l'amplitudine fra il raggio massimo ed 
il raggio minimo è fornito dall'integrale (15) preso tra i Umiti ^ ed a, 
e fatto passare il moltiplicatore k a divisore sotto il radicale, stante la 
(20) esso assume la forma 



(21) 



6 = 



/W 



dX. 



-^' + (r 






Allorché la trajettoria si chiude, l'angolo dev'essere commensurabile 
con IT, giacché la curva, dietro un numero finito di attorcigliamenti, ri- 
passa per uno stesso massimo o minimo, e si chiuderà; in conseguenza 
indicando con X una costante razionale, bisogna che sia in tale caso 
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3= X«, quindi la condizione perchè la trajenoria sia chiusa sarà espressa 
per l'equazione 

(i2) e ^ ^^ = Xw, 

/ t/g' - ?' + (fi' - g') ^ (^) - *? (') 

J.V ^^^^ \(P)-?(«) 

la quale vincola la forma di 9, e conseguentemente la legge di attra- 
zione, cerchiamo dunque quale debba essere questa legge, affinchè la 
trajettoria si chiuda, qualunque siano le condizioni iniziali del movimento. 

376. Per l'oggetto poniamo 
(23) « = i-e, P = * + «, ^ = * + sC, 

sostituiamo doà alle costanti a, ^ altre due hy e, ed alla variabile x. ^ 
C; e poiché s= -^(^ — ^) dipende dal diastema deUa corona circolare, 
ritenendo che le forze le quali rendono chiusa la trajettoria non cangino 
di natura, se la detta corona fosse a diastema piccolissimo, possiamo 
supporre la stessa e quale quantità piccolissima. 

Inunto con questa condizione, atteso le (23), e dinotate per brevità 
?> 9', 9", ... la funzione ffQj) e le sue derivate, sopprimendo cioè la 
hy per la formola di Taylor si hanno in serie convergenti 

di seguito 

9(0-?(«) 

=^.[c+x+i<C«-i)^+^,XC'+x)f' + ^.'(2:^-i)^+ecc.]. 
e con limitazione 
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y(0 — y(«) 



i=[i:+x+^eC:'-:>f+-|-.x^'+x)f+^.'(2:^-i)f-Hcc]x 



7» -k/'' 



per le stesse (23) poi si hanno quest'altre espressioni 

P'-«» = 4fc., :^«_«' = aJ!,e(2: + i)ri + ^0:-i)]. 

Mediante le stesse e la (a), dinotata D la quantità sotto radicale nella 
(22), si ottiene 

z) = «»-^' + (P'-«-) 'p(0-?(«) 

?(W — ?(«) 

+ -2- / > L » + ecc. . 
Oa questa espressione si ricava 

ed essendo d^ = tdK, poiché ai limiti ^, a di ;^ corrispondono -\-i, — l 
della ^, per la predetta (33) si ha 

1 - ^ r r' dK . bt f" p ' KdK 
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intanto 



equiparando nell'ultima equazione i termini aventi a fattore comune la 
stessa potenza di e, si ottengono le seguenti eguaglianze 

(24) { \ ? 

48f — )b9" 12 9' 9' — J!;9""^48 \f — *9'7~" '"• 
dalla prima delle quali si ricava 

?' * V >V' 

ovvero 

ed integrando, designata logip.c la costante, risulta 



I— jp 



(25) 9'(Jb) = cfe ^^ 

sostituendo questa espressione, e le sue derivate 

nella seconda (24), che semplificata assume la forma 



si consegue 






(26) ^(i_J,)(4_J^)r-x. = o. 

Nella (25), ossia nell'espressione della f'(^), trattandosi della forma 
generale di questa funzione, è lecito potere sostituire ii^ alla hy e ricor- 
dando le (13) del § 374, si ottiene 

9'(0 = 2(Af + m) -^/(y) = '^'^'^ ' 
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donde, essendo ^= i : r, e posto e = 2 (Af -j- ni) C, si trae 

(27) /(r) = C;^^"' , 

espressione che dà la legge di forza, per la quale il punto mobile P 
possa descrivere una curva chiusa, cioè a dire che la funzione /(r) de- 
v'essere una certa potenza della distanza r fra i centri di gravità dei 
due corpi 5 e P; intanto \ che deve soddisfare alla (26), non potendo 
essere infinita, bisogna che i:V assuma l'uno dei due valori i, ovvero 
4, coi quali per la (27) si hanno 

(28) m = -^, Kr-)=Cr; 

quindi le sole leggi, per le quali il punto attratto possa percorrere una 
curva chiusa, sono le due anzidesignate, di cui la prima è la legge New- 
toniana, e la seconda dinotante di essere l'attrazione proporzionale al 
raggio vettore; ma quest'ultima è inammissibile, perchè crescerebbe infi- 
nitamente con la distanza, contrariamente all'esperienza. 

377. In quanto alla legge Newtoniana, poiché per la stessa, come 
facilmente si rileverà, la trajettoria in generale è una conica, affinchè la 
medesima sia chiusa, dev'essere un'ellisse avente uno dei fuochi nel punto 
attraente 5; ma in questo caso, essendo il diastema della sopraindicata 
corona circolare eguale alla distanza focale, supposta la e piccolissima, 
la trajettoria ellittica dovrebb'essere a piccolissima eccentricità, ciò che si 
osserva nei movimenti di molti pianeti; altronde può avverarsi il movi- 
mento secondo la legge Newtoniana in un'orbita ellittica a qualsiasi ec- 
centricità, concorrendovi, come tosto riconosceremo, una certa condizione 
iniziale. 

à) Stante la prima (28), per la (12) del § 374 si ha t7 = 



2r ' 
e di seguito dalla (11) dello stesso § si deduce 

v^ = vl-±. + -^ = ^+C', 

'o ' ' 

C 2 c' 

poste e = 2 e' , C :=vl = V* ; con ciò per la (io) del 

atato 5 SI ha 

donde l'equazione 
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che sì può mettere nella forma 

Integrando la stessa, e designata 0^ la costante, si ottiene 

e - e„ = arc/'cos = ~^à^=L=\ , 

conseguentemente 

-£4^iL = cos(e-ej, 

donde viene l'equazione 






e' + j/jk' C + e" cos (6 — e J ' 
appanenente ad una conica, in coordinate polari r, 0, di cui il punto 

è un fuoco, i* : e' il parametro, 1/ — j^ — [- i Teccentricità ; e se po- 



marno 

e 



- =z= a(i — e*) , 1/ —73 — |- I = e, la stessa equarione si pre- 



senta nella forma 

^^^ I -I- e cos (6 - e J ' 

manifestante che per essere l'equazione di un'ellisse, bisogna che sia 

C < o, ossia V* <[ — , ed a misura della grandezza del valore asso- 

luto di v* , la trajettoria ellittica avrà minore o maggiore eccen- 
tricità. 

b) Per riconoscere l'indole della trajettoria, se fosse ammissibUe la 
legge di attrazione espressa per la seconda (28), procediamo analoga- 
mente, e poiché /(r) = Cr dalle (12), (11) del $ 374 si deducono 

4 ' ** ' 2 2 2 ' 

posto C" = v* -j ^, ed atteso la (io) dello stesso § si ha 
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donde 



db 



k7id:(^ 



yc"i^-^-k\*' 



ovvero 
2 






Integrando, e designata 26^ la costante, si ottiene 

2(6 - 60) = are /"cos = ^1^A^\ 

e di seguito 

C" -^2k'i' = VC" — 2ck' cos 2(6 - ej ; 

essendo :^ =: i : r, sostituite altresì alle coordinate polari r, 6 le ortogo- 
nali X, , x^ con l'origine in 0, talché siano 

X, = rcos(e - ej, X, = r sen(e - 6J, 
per la stessa equazione viene 

(30) (C" — VC"' — 2cV)x\ + (C" + I^C"* - 2cJk^)x' = 2t\ 
la quale, stantechè i coefficienti di x| , x\ sono quantità positive, come 
è facile rilevare, risulta essere l'equazione di un'ellisse col centro in 0. 
Si può dunque conchiudere che la trajettoria è una curva chiusa, 
ed in ispecie un'ellisse a piccola eccentricità, col punto attraente in uno 
dei fuochi, se l'attrazione segue la legge Newtoniana, ed a qualsiasi eccen- 
tricità se all'inizio del movimento sia soddisfatta la condizione v*<[ — ; 

sarebbe un'ellisse col punto attraente al centro, se fosse ammissibile che 
l'attrazione agisca in ragione della distanza del punto attratto. 

378. Problema inverso. — Proponiamoci di risolvere il seguente 
problema : Un punto mobile descrive una trajettoria piana secondo la legge 
delle aru attorno un punto fisso del piano, trajettoria di cui è data Vequa- 
%ione, determinare la jorTfi F che produce tale movimento. 

Anzitutto è da osservare che F è una forza centrale, ossia diretta 
costantemente verso il punto fisso O (§ 283), ed essendo data l'equa- 
zione della trajettoria in coordinate polari r, 6 col polo in O, per la 
formola (17) del menzionato § si ha 



r^ mC^ 
P = ir- 



I 

r 




r 
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trattandosi di forza attrattiva, ed essendo m la massa del mobile ; dall'e- 
quazione /(r, 6) := o della trajettoria si trae l'espressione di r in 0, quindi 

— = 9(®)> e di conseguenza 

(31) F= -mC'[9(e) + 9"(e)]K5)', 

sicché, essendo data l'equazione /(r, 6) = o, se dalia medesima si possa 
ricavare la 9(6), questa formola (31) risolve il proposto problema. 
Per esempio, nell'equazione 

(32) r* = a cos iir 6 -j- i , 

in cui a, by k dinotano quantità costanti date, sono incluse molte curve, 
e se queste secondo i casi siano percorse dal punto mobile con l'accen- 
nata legge delle aree rispetto al polo 0, si avrà 

in particolare, se A: = — i si ha una conica con il polo per fuoco, e 
risultano 

^^^ ^'-J + acosO' ^- r* • 

se k = — 2, la curva è una conica avente il polo per centro, e si hanno 

(0 r^=z— —i ^, f = mCV(a' — *0; 

^^ b -{- acos2^ ^ ^ 

con Jt = I la curva è la lumaca di Pascal, e vengono 

infine, essendo Jt = 2 , fr = o , per curva si ha la lenniscate, e risultano 
{t) r^ = a cos 2 6, f = — m C . ^ ^ . 



CAPITOLO QUARTO 

FORZE ISTANTANEE, URTO, PERCOSSE. 



L — Principi e teoremi fondamentali sulle forze istantanee. 

379. L'osservazione ci mostra l'esistenza di forze, che diconsi istan- 
tante, le quaU agendo con grandissima intensità, in un tempo brevissimo, 
quasi sempre inapprezzabile, comunicano al corpo cui sono applicate una 
velocità finita, e talvolta considerevole, senza cangiarne sensibilmente la 
posizione; in altri termini, che in tempo estremamente breve producono 
ai punti del sistema cangiamenti bruschi di velocità, restando le loro po- 
sizioni sensibilmente invariate, e durante tale intervallo si potranno tra- 
scurare le altre forze, senza che ne risultino nel calcolo errori praticamente 
apprezzabili. Ciò avviene d'ordinario per l'incontro di un corpo con un 
altro, o per incontri scambievoli di più corpi, e si dice allora che succede 
urto; le forze prodotte dall'urto diconsi percosse. 

Per esempio, una palla elastica lanciata contro un muro, rimbalza, 
e nel tempo brevissimo in cui è in contatto col muro la posizione non 
cangia sensibilmente, però le velocità dei suoi differenti punti cangiano 
bruscamente, giacché la palla che si dirigeva verso il muro un istante 
prima del contatto, se ne allontana immediatamente dopo; a partire da 
questo momento il moto della palla si esegue di nuovo sotto l'azione 
della gravità, il cui effetto è trascurabile durante il tempo assai corto del 
contatto. 

Quesd fenomeni prodotti da forze istantanee, ossia da forze estre- 
mamente grandi agenti in tempo brevissimo, si subordinano facilmente 



392 PARTB IV, SBZ. II. — DINAMICA DEI SISTBML 

ai teoremi generali della Dinamica; cominceremo dall'analizzare il fenomeno 
per un solo punto materiale, che subisca una sola percossa. 

380. Consideriamo dunque un punto di massa m sottoposto ad una 
forza Ff le cui componenti secondo una terna di assi ortogonali siano 
X.(i =1, 2, 3), e designate x- le coordinate del punto al tempo t, l'e- 
quazioni del movimento sono 

e qualunque fosse la legge di variazione della forza F» durante il movi- 
mento le X^ possono essere considerate quali funzioni di t; quindi mol- 
tiplicate le stesse equazioni per ^/, ed integrate tra i limiti t^ e /, del 
tempo, relativamente ai quali designeremo con pari indici o, i le velocità 
del mobile e le loro componenti, risultano 

D'altro canto, i momenti della forza F rispetto agli assi Ox^, Ox^, 
Ox essendo espressi per la formola 

X^ X^ XjX^y 

ed altre due da questa conseguibili con le sostituzioni circolari successive 
nel gruppo (123) degl'indici, stante le (i) vengono tre equazioni, la prima 
delle quali è 

moltiplicata la stessa per dt^ ed integrata tra gl'indicati limiti dà 
(3) m(x,^ - x,^) - m(x,^ - x,^)^ 



= j\x,X^ — x,X,)di, 



e le altre due sono da questa deducibili colle predette sostituzioni ne- 
gl'indici. 

L'equazioni (2) da una parte, la (3) e sue conseguenti dall'altra, si 
traducono nei teoremi dei §§ 129, 130, cioè: 

Teorema I. — La variazione della quantità di movimento projettato 
sopra un asse, in un intervallo di tempo /, — t^, t eguale alla somma, du- 
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rante lo stesso iniervallo, delle impulsioni elementari projettate sul medesimo 
asse di tutte le foTT^e applicate al punto mobile. 

Teorema II. — // momento per rapporto ad un asse della quantità di 
movimento dietro un tempo finito t^ , scemato del momento della quantità di 
movimento all'istante t^ , è eguale alla somma dei momenti di tutte le im- 
pulsioni elementari, durante l'intervallo /, — /© , delle for^e agenti sul punto 
materiale. 

Questi teoremi, e l'equazioni donde esse derivano, hanno luogo 
per qualsiasi sorta di forze; però è da osservare che trattandosi di forze 
ordmarie, cioè di forze che non abbiano un'intensità grandissima per una 
durata di tempo brevissima, gl'integrali dei secondi membri delle (2) 
hanno valori piccolissimi, manifestandosi pertanto che la velocità del mo- 
bile nel detto intervallo varia pochissimo; all'inverso, se le forze sieno 

grandissime, dell'ordine di , i detti integrali hanno valori finiti, 

I o 

essendovi perciò cangiamenti bruschi nella velocità del mobile; inoltra lo 
spostamento in detto intervallo è piccolissimo, dappoiché essendo u la 
velocità finita massima nell'intervallo considerato, lo spostamento è minore 
di u(t^ — Q, ossia infinitamente piccolo, talché la posizione del punto 
si può riguardare stazionaria. 

In riassunto, una forza d'intensità grandissima, agendo in un inter- 
vallo brevissimo, produce al punto sul quale agisce una variazione finita 
della velocità, senzachè esso Si sposti sensibilmente. In tali condizioni si 
modificano agevolmente gli enunciati dei precedenti teoremi, con surro- 
gare semplicemente alla parola forza in genere quella di for^a istantanea, 
percossa. 

Se il punto materiale subisce contemporaneamente differenti percosse, 
le medesime si possono comporre come le forze ordinarie, e considerare 
quindi la percossa risultante. 

381. Forze istantanee agenti sopra un sistema materiale qua- 
lunque. — Supposto che su i vari punti di un sistema materiale agiscano 
forze istantanee, o percosse, devonsi queste distinguere in due catione, 
cioè a dire in quelle che diconsi percosse interiori, le quali pel principio 
generale dell'eguaglianza tra azione e reazione si distruggono a vicenda, 
e nelle percosse esteriori, che saranno le sole a doversi considerare; ora, 
riesce facile generalizzare i teoremi sopra stabiliti relativamente ad un 
punto, per applicarli ad un sistema materiale composto da un qualsiasi 
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numero di punri, operando cioè con lo stesso processo che fu seguito 
per istabiiire i teoremi fondamentali della dinamica dei sistemi in genera 
perciò, analogamente alle (13), (15) del ^ 334, si hanno l'equazioni 

con le conseguenti da quest'ultima mercè le sostituzioni circolari succes- 
sive negl'indici, ed estendendo in tutte i sommatori ^ a mtti i punti 
del sistema ed alle rispettive percosse esteriori, quindi hanno luogo i 
s^;uenti 

Teorema HI. — La varia:^om delle quantità di movimento di un si- 
stema materiale projettate sopra un asse fisso, durante un intervallo di tempo 
t^ — t^y è eguale alla somma nello stesso tempo delle impulsioni delle per-- 
cosse esteriori projettate sul medesimo asse. 

Teorema IV. — La varia:^ione, in un iutervallo di tempo t^ — i^ , 
della somma dei momenti, presi per rapporto ad un asse fisso, delle quan- 
tità di movimento di tutti i punti costituenti un sistema, eguaglia la somma 
dei momenti, presi durante lo stesso intervallo t^ — t^ per rapporto al me- 
desimo asse, delle impulsioni delle percosse esteriori che agiscono sul sistema. 

L'asse o gli assi di cui sopra si è parlato come assi fissi non fanno 
parte del sistema in moto; però nella durata piccolissima delle percosse 
il sistema sensibilmente rimane immobile, quindi in codesta durata si può 
applicare gli stessi teoremi anche ad assi tracciati nel medesimo sistema. 
Inoltre si può introdurre nell'equazione (4) le coordinate ^. del centro 
di gravità, e la massa intera M del sistema, dietro le relazioni 

Mli = X^x,, ^Jl = J^^'jf 0=i,2, 3), 
per le quali esse equazioni diventano 

co «(§).- "(37').= l//.'" (■= ■• ^ '). 

e si traducono nel seguente 

Teorema V. — La variazione della quantità di movimento del centro 
di gravità t la stessa come se la massa totale M fosse in esso conunirata, 
e se le percosse esteriori fossero tutte allo stesso direttamente applicate. 
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382. Estensione del principio di D'Alembert alle forze istan- 
tanee. — Questo principio, e quindi Tequazione generale del movimento 
dei sistemi (§ 330) 

in cui il secondo sommatorio si estende ad f = i, 2, 3, e il primo a 
tutti i punti del sistema, si applicano alle forze istantanee o percosse, 
egualmente che per ogni sorta di forze ordinarie, sostituendo però alle 

forze d'inerzia m -r~- le corrispondenti quantità di movimento; si osserva 

infatti, che durante Tintervallo di tempo t^ — t^ piccolissimo, la posizione 
del sistema conservandosi pressoché stazionaria, si può riguardare le ^ x. 
come costanti, perciò moltiplicata l'equazione precedente per diy ed inte- 
grata tra i cennad limiti del tempo, diventa 

che è l'equazione da sostituirsi alla (a). 

Ora supposto che i vari punti del sistema, invece di essere intera- 
mente liberi, siano sottoposti a legami esprimibili per h equazioni come 
le designate (3) nel§ 331, ed in conseguenza tra le variazioni ^Xy. delle 
rispettive coordinate per effetto dello spostamento virtuale attribuito al 
sistema sussistendo le (4) dello stesso ^, cosi mettendo in coesistenza 
alla (7) quest'ultime equazioni rispettivamente moltiplicate per fattori ar- 
bitrari X, , \y . . . , e sommando, di poi sciogliendo la sonmia in par- 
ticolari equazioni, similmente alle (5) del detto ^ si hanno le seguenti 
3 n equazioni, corrispondenti agli n punti del sistema, comprese nella terna 



m.-m. 



= 1 x,.d<+\4^+ 



L 



dx. 



VI 



^ * dx.. 



(8) 






w. 



(^) ,- ». (t?), 






m. 



m--m 



dando all'indice v i valori successivi i, 2, . . . , n. 






»j 



296 PARTE IV, SBZ. n. — DINAMICA DEI SISTEMI. 

Fra queste 3 n equazioni eliminando le X, , ^^ ^ . . . , X^ , ne risultano 
3 n — h, non bastevoli alla determinazione deUe quantità di movimento 
perdute dai vari punti del sistema nell'intervallo delle percosse; però^ dif- 
ferenziando l'equazioni dei legami rispetto al tempo, e presi dei vari ele- 
menti i valori corrispondenti ai cennati limiti t^, /, , considerate le deri- 

d T 
vate -7 — - come costanti nel detto intervallo di tempo, si formeranno h 

equazioni del tipo 

che derivano col porre successivamente e = i, 2, ... , A, ed in ciascuna 
esteso il primo sommatorio a "^=19 2, . . . , n, con ognuno dei quali 
valori si estenderà il secondo sommatorio ad t = i, 2, 3. Queste h equa- 
zioni unitamente alle 3 n — h risultanti dalle (8) con l'eliminazione delle 
\, \, . . . y X^y costituiscono un insieme di 3 n equazioni, quante ap- 
punto ne bisognano per la determinazione delle quantità di movimento 
perdute dai singoli punti nell'intervallo piccolissimo delle percosse subite 
dal sistema. 

Dall'equazioni (8) si possono ricavare altre, che costituiscono altret- 
tanti teoremi per. le forze istantanee, similmente che si è operato sull'e- 
quazioni (5) del § 331 per istabilire i teoremi del S 334 ed altri rela- 
tivamente alle forze ordinarie; qui limitandoci al teorema III di detto ^, 
cioè riguardo ai momenti delle quantità di movimento, le relative equa- 
zioni (15) e conseguenti assumono le medesime forme, sicché puossi 
stabilire il seguente 

Teorema VI. — La somma dei momenti rispetto ad un asse fisso delle 
quantità di movimento perdute dai vari punti del sistema , nella durata tre- 
vissÌ7na t^ — t^ delle percosse, eguaglia la somma dei momenti rispetto allo 
stesso asse delle impulsioni, nella medesima durata t^ — t^^ delle predette per- 
cosse esteriori. 

383. Teorema di Carnot. — Supposto che le percosse, cui è sot- 
toposto il sistema, siano tali che il lavoro ^ / X. d / . S x. delle mede- 

sime nell'intervallo brevissimo t^ — t^ sia nullo, perciò i legami fra i vari 
punti del sistema introdotti dall'urto siano persistenti dopo, ed in conse- 
guenza l'equazione (7) del precedente § diventa 
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(.0) zi["'(^),-"(^)J*" = °' 

poiché questa deve sussistere per tutti gli spostamenti virtuali compatibili 
coi legami esistenti durante le percosse, prendendo per lo spostamento 
virtuale quello reale, che segue immediatamente la durata delle percosse, 
sicché siano 

per la stessa equazione (io) si ha 

IZ[»M-"(^),(^)J = o. 

Designate v^ , ... le velocità dei vari punti del sistema all'epoca t^ ; 
v, , ... le rispettive all'istante t^ , cioè le velocità dietro le percosse, e 
w^ = v^ — V, , ... le velocità perdute, talmentechè si ha 

-i-w-«:+«a=4-z(^);-iz(^): 

per la precedente equazione viene 

estesi i sommatori a tutti i punti del sistema ; donde risulta l'eguaglianza 

(II) Zfn< = lrnvl-Zmv: 

costituente il 

Teorema di Carnot. — Se i legami anteriori e quelli bruscamente 
introdoili sussistono dietro le percosse, la forxfi viva perduta è eguale alla 
forxft viva che possederebbe il sistema, se ciascun punto fosse animato dalla 
velocità perduta, 

II. — Urto dei corpi. 

384. Urto di due corpi di forme auALUNauE. — Consideriamo 
due soli corpi, i cui movimenti pria dell'urto siano completamente cono- 
sciuti, cioè a dire che per ciascun mobile in ogni istante si conoscano le 
coordinate del centro di gravità, perciò la posizione di questo punto, la 
sua velocità di traslazione, le direzioni degli assi d'inerzia centrali, e le 

F. Caldarbka. — Mtccanic^f voi. IL )8 
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componenti della velocità angolare di rotazione attorno di questi assi. 
Quando avviene l'urto, quantunque non sia istantaneo, pur essendo bre- 
vissima la sua durata, si potrà riguardare le posizioni dei due corpi pres- 
soché stazionarie, quindi non cangiate le posizioni dd loro centri di gra- 
vità, e dei loro assi d'inerzia centrali, quali esse siano avanti Furto, can- 
geranno invece le loro velocità di traslazione e di rotazione. Il problema 
dell'urto consiste dunque nella determinazione in grandezza e direzio^ie 
delle velocità di traslazione e di rotazione dietro l'urto, essendo conosciuti 
tali elementi in precedenza, e conosciute ad un tempo le forme e la si- 
tuazione relativa dei due mobili, facendo distinzione altresì dei due casi 
estremi, cioè di essere i corpi molli privi affatto di elasticità, ovvero di 
essere perfettamente elastici. 

Supponiamo i due corpi S, S' interamente liberi, e che si urtino per 



fif i^i 




un solo punto K delle loro 
superficie (fig. 102); siano 
M, M' le loro masse, O 
ed O' i loro centri di gra- 
vità, e rispettivamente Ojc-, 
0'x\ (i—iy 2, 3) gli assi 
centrali d'inerzia, HKH' 
la normale comune alle due 
superficie nel punto di con- 
tatto ; le coordinate di qual- 
siasi punto di massa m del 
corpo S relativamente agli assi Ox,., presi per assi coordinati, le designe- 
remo X., e secondochè si riferiscono all'epoca ^0,0/, le segneremo x^-^ 
Xj.; le coordinate del punto K le indicheremo k-, e con a. designeremo 
i coseni degli angoli tra la normale A'i/ ed i detti assi; a tutti codesti 
elementi si apporrà un accento se si riferiscono agli assi 0'x[ , e pel 
corpo S\ 

Immediatamente pria dell'urto, cioè all'istante t^, sia u^ la velocità 
del centro di gravità del corpo S, ed u^. le sue componenti secondo 
gli assi Ox.; sia oj^ la velocità angolare di rotazione dello stesso corpo 
attorno l'asse istantaneo passante per 0, p^- le componenti della stessa 
attorno i detti assi Ox-, diguisachè sia 

(I) < = Zpli, 

e pQi : <«>o dinoteranno i coseni degli angoli che Tasse istantaneo forma 
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con gli assi coordinati anzidetti; essendo x. le coordinate di un punto 
m del sistema, che nella durata dell'urto si possono riguardare sensibil- 
mente costanti, e w^- le componenti parallelamente ai predetti assi della 

velociti di rotazione del detto punto, espresse per le formole (36) del § 35, 

si hanno per le componenti della sua velocità assoluta 

^^oi + ^oi 0=h 2, 3). 

Per avere gli stessi elementi relativamente all'epoca t^ , si surrogherà 

nelle precedenti designazioni l'indice i all'indice zero, in conseguenza per 
le quantità di moto perdute secondo gli assi Ox^ dal punto m nella du- 
rata della percossa si hanno le seguenti tre espressioni, ossia la prima 

(3) ^K. — ^n + Oca — Piz)^^ — 0>o, —/>.,) ^a]> 

e le altre due derivanti da questa con le sostituzioni circolari negl'indici, 
conservando costanti i primi o, i per le p ed u. 

Nell'urto si sviluppano due forze istantanee P eguali ed opposte, 
applicate in K nella direzione HKH\ cioè a dire il corpo S' produce 
su S la percossa P diretta secondo KHy ed S ne comunica ad S' altret- 
tanta nel senso KH\ con la considerazione dunque di codeste due forze 
e delle quantità di moto perdute dai vari punti, noi possiamo considerare 
ciascun corpo, nella brevissima durata ì^ — /^ , isolatamente come se non 
vi fosse stato urto, applicare allo stesso il principio di D'Alembert, e il 
conseguente teorema su i momenti delle quantità di movimento. 

Pertanto dall'equazione (7) del § 382, che si scinde in tre con 
i = I, 2, 3, stante le precedenti espressioni (3), conseguiamo relativamente 
al corpo 5 una prima equazione 

la quale, attesoché è il centro di gravità, quindi ^ m x . = o, essendo 
altresì ^m -=■ My si riduce come segue 

^«. + ("o, — ^,)Af = o> 
ed altre due si hanno da questa deducibili con le sostituzioni circolari 
negl'indici ; pel teorema poi dei momenti delle quantità di moto perdute 
dai vari punti del sistema, e delle percosse, con riguardo alla surriferita 
(3) e sue conseguenti, relativamente allo scesso corpo 5 abbiamo altre tre 
equazioni, ossia una prima 

^(*a«3 — *30+Z»'K3— ^i3 + (Po. -/>..)*. — Oca— /^J^J^a 

— Z^Ka — «.a + (/>03-A3)*i— O'o,— P,.)^]^ = 0> 
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che atteso Teguaglianza ^ m x . = o, ed altresì le 

2[mx,x, = ^mx^x^ = ^mx^x^ = o, 

per essere gli Ox. assi principali d'inerzia, tenuto conto anche della de- 
signazione (2) nel % 134 àei momenti d'inerzia, si riduce alla forma 

ed altre due da questa derivano con le indicate sostituzioni agl'indici; 
in riassunto dunque, relativamente al primo corpo 5 hanno luogo le se- 
guenti sei equazioni 

^«. + («0. — «JAf = 0, 

^4J ^ P(*.«, - *,0 + (Po. - P.dA = o, 

?(*,«. - *,«,) + (p„ - pJA, = o, 

P(K «. - *,«.) + (Po, - P.,)^, = o. 
Pel corpo 5' se ne hanno altre sei simili, che si possono scrìvere 
immediatamente, cioè a dire le stesse (4) accentando tutte le quantità, 
ad eccezione della P, osservando bensì che tuta gli elementi designati 
dalle medesime lettere con un accento riferisconsi agli asisi coordinati 
0' x\ , ossia agli assi centrali d'inerzia di 5', perciò a|. sono i coseni d^li 
angoli che la normale K H' forma coi detti assi, e via di seguito; adunque 
per detto corpo S' han luogo l'equazioni 

,. , p«; + («;,-«;,) M' = o, 

PiK< - K «p + (p;. - p'j < = o, 

PiK<-K<) + (P'o,-P',,W, = o. 

385. Queste dodici equazioni (4), (5) contengono in complesso, oltre 
k P, le dodici incognite w^. , p^. , u\. , p\. , quindi sono in numero in- 
sufficiente alla determinazione delle tredici incognite, e bisogna che ve ne 
sia un'altra, la quale si otterrà considerando il modo come succede l'urto, 
cioè a dire con riguardo alla compressione che si genera fra i due corpi; 
perciocché, se questi fossero assolutamente duri, tahnentechè non succeda 
alcuna compressione al contatto, la soluzione del problema sarebbe effet- 
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tivamente indeterminata. Nella generalità dei casi i due corpi subiscono 
una compressione dintorno ai punti di contatto, ed è questa compressione, 
comunque piccola essa sia, che bisogna tenere in riguardo; a causa della 
differenza delle velocità normali dei punti, pei quali i due mobili vengono 
in contatto, questi si appoggiano e si comprimono gradatamente Tuno 
contro l'altro, la quale differenza diminuisce per gradi infinitamente pic- 
coli, fino a sparire. L'urto sarà compiuto all'istante, in cui la indicata 
differenza si sarà resa nulla, e i due mobili conserveranno le forme prese 
all'istante della loro più grande compressione^ se non siano perfettamente 
elasdd; l'eguaglianza delle velodtà normali dei due punti di contatto alla 
fine dell'urto fornisce la tredicesima equazione richiesta, facendo cosi spa- 
rire l'indeterminazione del problema. 

Se nelle espressioni delle w^. , conseguite dalle (2) con la surroga- 
zione dell'indice i all'indice o, si sostituiscono le k. a luogo delle x., e 
si aggiungono le corrispondenti espressioni alle u^.y sì ottengono le com- 
ponenti della velocità del punto di 5 corrispondente a K dietro l'urto, 
quindi per la velocità normale di esso punto, cioè nella direzione KH, 
si ha 

accentando tutte le quantità di questa espressione, si ottiene la velodtà 
normale del punto di 5' corrispondente a K dietro l'urto, doè nel senso 
della normale KH^ ; affinchè la velocità del punto iT sia la stessa e diretta 
nel senso dell'una e dell'altra normale, bisogna che le due relative espres- 
sioni siano eguali e di segno opposto, quindi che la loro somma sia nulla, 
si ha pertanto la richiesta tredicesima equazione 

( + w, + *;p;, - *;p;.)< + w, + *;p:. - kp\>[ = o, 

k quale con le (4), (5) completa il numero dell'equazioni necessarie e 
suffidend alla soluzione del problema. 

386. Allorché poi i due corpi siano elastid, devonsi distìnguere due 
durate : l'una dal cominciamento dell'urto sino aUa loro più grande com- 
pressione, in cui le velocità normali del punto K pei due corpi saranno 
eguali e nell'opposto senso; la seconda dal termine anzidetto sino alla 
fine dell'urto, in cui i due mobili si separano, dietro avere ripreso le 
loro forme primidve, se siano perfettamente elastici. Nella prima durata 
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il fenomeno è lo stesso che nelle condizioni precedentemente considerate^ 
perciò valendo l'equazioni (4), (5), (6) per la determinazione delle rispet- 
tive incognite, cioè a dire le componenti delle velocità di traslazione e di 
rotazione dei due mobili all'istante deUa maggiore compressione, e la per- 
cossa P che ciascuno avrà ricevuto, nel senso KH per 5 e KH' per 5'. 
Nella seconda durata i due corpi, ritornando alle loro forme primitive, 
riceveranno secondo le indicate direzioni una nuova percossa, che sarà 
eguale alla precedente P nel caso di perfetta elasdcità; in conseguenza 
questa seconda parte del fenomeno dovrà considerarsi come la prima, 
però essendo i due corpi animati dalle velocità di traslazione e di rota- 
zione, che hanno luogo alla fine della prima durata. 

Pertanto, designate 17. le componenti della velocità di parallela- 
mente agli assi centrali d'inerzia Ox,., ed O- quelle relative a questi stessi 
assi della velocità angolare di rotazione del corpo 5 attorno Tasse istan- 
taneo ; segnando con un accento le medesime lettere dinotanti gli elementi 
relativi al corpo 5', e rispetto agli assi 0'x|, conservando la medesima 
P determinata nella prima durata del fenomeno, si avranno le seguenti 
dodici equazioni per la determinazione delle incognite U. , U^. , U'. , 0| , 
cioè a dire per le prime sei incognite l'equazioni 

P..-K«.-l7.)Af=o, ?«,+(«„- l/.)M=o, P.,+(«.,--I/,)M=o, 

P(*,«, - *,«,) + (/... - Q.)^. = o, 

?(*.«,-*.«.) + (/.„- 03)^3 = 0, 

le quali sommate con le rispettive (4) ne forniscono altrettante sostitui- 
bili alle medesime, scomparendo cosi le intermediarie u^. , />,. , 

^7^ ^ 2 ?(*,«, - *, «.) + 0>,. - Q.) A, = o, 

2 ?(*, «. - *. a,) + Q,^, - O J ^, = 0. 
2 P{k, .. - i. a.) + (p,, - O,) A, = O, 

e le altre sei analoghe per determinare le incognite (7! , Q[. relative ai 
secondo corpo 5' vengono da queste stesse (7), accentando tutte le quan- 
tità ad eccezione della P, ci dispensiamo perciò di trascriverle. 

È da osservare intanto che se i due corpi non siano perfettamente 
elastici, la percossa nella seconda parte del fenomeno sarà minore della 
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P nella prima parte, e nell'equazioni (7), ed analoghe anzidette per S', 
a luogo di 2P si dovrà porre (i -f-p)^> designata pP la percossa nella 
seconda durata dell'urto, il valore della frazione p <C i dipendendo dal 
grado di elasticità dei due mobili, la quale dovrà determinarsi con 
particolari esperienze su corpi della stessa materia nei casi più semplici 
delle loro forme e del movimento primitivo. 

Tale è dunque la soluzione completa e generale del problema (§ 384) 
dell'urto di due corpi liberi, estensìbile facilmente all'urto simultaneo di 
tre o di un maggiore numero di corpi. 

387. Dall'equazioni precedenti inoltre si desume che l'urto non altera 
le velocità dei centri di gravità 0, 0' parallelamente al piano tangente 
comune in K; giacchi, dinotando con >c. i coseni degli angoli che una 
retta parallela al detto piano forma con gli assi Ox-^h medesima essendo 
perpendicolare a iTif, ne deriva la relazione 

ora, aggiungendo le tre prime equazioni (4), e parimenti le(7), moltipli- 
cate prima per x^ , x^ , x^ , stante l'anziriferìta relazione, risultano l'egua- 
glianze 

che dimostrano di essere la velocità di parallelamente al piano tan- 
gente in K la medesima prima e dietro l'urto, siano i due corpi non 
elastici o perfettamente elastici; altrettanto avviene per la velocità di 0'. 
E si deduce che per determinare in grandezza e direzione la velocità 
finale di 0, basta determinare la velocità che ha dietro l'urto parallela- 
mente a ifif, e di comporre questa con la velocità che lo stesso punto 
ha pria dell'urto parallelamente al piano tangente in /T, la quale non 
sarà cangiata dalla percossa. 

Infine, se si sommino le tre ultime equazioni (4), e parimenti le (7), 
moltiplicate rispettivamente per a^ , a^ , a^ , ne derivano l'eguaglianze 

(9) Z ^iPoi «. = Z AP^i «. = Z ^i O. «. , 

ed essendo queste tre quantità i momenti per rapporto all'asse KH delle 
quantità di movimento, di cui sono animati tutti i punti di S (§ 345) 
prima dell'urto, all'istante della maggiore compressione, ed alla fine dell'urto, 
ne risulta che la percossa non cangia la grandezza di tale momento re- 
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lativamente al corpo 5, ed altrettanto è per 5', elastici o non elastici che 
essi siano *). 

388. Urto diretto di due sfere. — Consideriamo Turto di due 
sfere 5, 5' animati da movimenti di traslazione, i cui centri C, C per- 
corrono una data retta (fig. 103), aventi perciò le velocità dirette secondo 



A^t^^^ 




oc 



questa retta, che prendiamo per 
asse Oxy essendo Torigine un 
punto a piacimento della stessa, 
e supponiamo esse sfere omo- 
genee, o costituite da strati con- 
centrici ognuno di massa omo- 
genea, ma differenti di densità 

l'uno dall'altro, talmentechè i centri di gravità delle medesime coincidono 
coi centri di figura C, C, l'urto in tali condizioni dicesi diretto. Siano 
Af, M' le masse intere delle due sfere, che possiamo riguardare come 
concentrate nei centri di gravità C, C, le velocità dei quali all'istante 
t^ , in cui avviene l'urto toccandosi le sfere nel punto K sulla linea dei 
centri, le designiamo u^y 1*^ , ed u, , u[ quelle degli stessi punti all'istante 
t^ , in cui l'urto è finito. 

Stantechè nella durata brevissima t^ — t^ dell'urto, si possono trascu- 
rare le forze ordinarie, come la gravità od altre simili, le due sfere 
costituiscono un sistema sottoposto unicamente a percosse interne, pel 
quale in conseguenza la variazione della somma delle projezioni sulla 
linea dei centri delle quantità di movimento è nulla, risultandone in con- 
seguenza l'equazione 

(10) Mu^ + M'u'o = Mtt, + M'u[ ; 

la quale potrebbe pure conseguirsi dalla considerazione che nella durata 
predetta la velocità u del centro di gravità G del sistema non varia, 
avendosi pertanto 

Mu+M'u' Afa + Af' «; 

Il — O I O __ Il I 

Af+Af' ~ Af+Af' • 
a) Le due sfere essendo corpi molli. — In questo caso esse re- 



*) Per maggiori particolarità confr. l'eccellente trattato di Meccanica del Poisson, 
ediz. 2*, tomo 2°, lib. 4°, cap. 7°. 
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Stano in contatto dietro Turto, si ha perciò Uj = tt{, colla quale egua- 
glianza dalla (io) si trae 

e v*è perdita di forza viva, che noi possiamo facilmente determinare. 
Infatti, nella durata t^ — t^ dell'urto i punti della prima sfera perdono 
la quantità di velocità u^ — w^, e quelli della seconda la quantità u[ — u^, 
dunque il sistema perde la quantità di forza viva 

(12) M(u,-uy-\-M'(u',-uy, 

la quale espressione di seguito alle (ii) diventa 

quantità essenzialmente positiva, e differente da zero ammenoché non 
sia u^ = < . 

h) Caso di essere le sfere perfettamente elastiche. — Allora 
nell'urto non succede perdita di forza viva, ed ha luogo l'eguaglianza 

(14) Uu\ + Af' u'; = Uu\ + M'<; 

combinando la stessa con la (io) si possono determinare le u, , u', , 
giacché scrìvendole 

^i< -uO = M' (u': - «'/). M(u, - o = Af ' « - «o. 

e dividendo l'una per l'altra si ottiene l'eguaglianza 

(15) u, +t*^ = tt;+u; ovvero u'^ — u^ = u^ — u[, 

la quale dimostra che la velocità relativa delle due sfere durante l'urto 
non é cangiata in valore, ma soltanto in segno. 
Dalle (io), (15) si conseguono l'espressioni 

e dalle medesime, allorché M = Af' , cioè a dire quando le due sfere 
sono eguali, si deducono l'eguaglianze 

^, = «ó > K = «*o » 
dimostranti che dietro l'urto ciascuna sfera ha la velocità che avea l'altra 
pria dell'urto. 

cj Caso di corpi imperfettamente elastiq. — In tale caso infine, 

F. Caldauka. — iiMMftìM, voi. II. I9 
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siccome per corpi molli la velocità relativa delle due sfere nell'urto si 
annulla, e per corpi perfettamente elastici l'uno fa semplicemente cangiare 
il segno, cosi relativamente a questo terzo caso si vuol sapere ciò che 
avviene, supponendo che l'urto faccia cangiare segno alla velocità relativa 
delle due sfere, e la riduca di valore in un certo rapporto k compreso 
tra o ed i. L'equazioni per la determinazione delle u^ , u[ sono la (io), 
e la s^uente (per definizione) 

a, — u; = *« — ttj, 
dalle quaU si ricavano 

e stante la (12) si trova per la quantità di for^ viva perduta l'espressione 

doè a dire quella stessa (13) dei corpi molli moldplicata pel fattore 

ii + ky. 

in.— Movimento di un solido vincolato, od interamente libero, 

sottoposto a percosse. 

389. SoLroo MOBILE ATTORNO UN ASSE FISSO. — Consideriamo il 
movimento di un solido S avente due punti fissi 0, 0' appartenenti 
all'asse, intomo al quale esso ruota con velocità angolare &>, la quale ha 
il valore noto w^ all'istante t^ immediatamente prima di soffrire le percosse 
P, , ?,, . . . , P^ nella durata brevissima (, — /^ > P^^ effetto delle quali 
assume all'istante < la velocità co che si tratta di determinare. Prendiamo 
per origine degU assi coordinati ortogonali Ox. , e per Ox^ Tasse 
stesso di rotazione ; designiamo Sy, le coordinate del punto di applicazione 
della percossa P^, con P^- le componenti della stessa secondo gli assi coor- 
dinati; ed essendo M la massa del solido, dinotato k il raggio d'inerzia 
rispetto ad Ojc , sarà Mk* il momento d'inerzia relativamente a detto 
asse, ed Mé^w la somma dei momenti delle quantità di movimento dei 
punti del corpo rispetto allo stesso asse (^ 345), quindi applicando il teo- 
rema dei momenti per rapporto ad Ox^, posto Aw = 6)j — <«>o> ed omet- 
tendo per brevità l'indice v, si ha l'equazione (§ 346) 

(0 M**A« = 1(5.P,-5,P.). 

il sommatorio ^ esteso a tutte le percosse. 
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D solido sottostando alle cannate percosse P^ , P^ , . . . , P^ , ne 
comunica ai ponti fissi 0, 0', i quali reagendo produrranno sul corpo 
le percosse incognite (2> Q! ^^ devonsi determinare, ma che non entrano 
punto nell'equazione (i), dappoiché i loro momenti rispetto ad Ox^ sono 
nulli; per determinare queste percosse j2> Q\ ^^ cui componenti secondo 
gli assi coordinati designiamo Q^ y Q^ y essendo (o, o, o), (o, o, V) le 
coordinate dei loro punti di applicazione 0, 0\ adopereremo le seguenti 
equazioni in base al teorema delle projezioni delle quantità di movimentò 
su i tre assi Ox. , e l'altro dei momenti deUe quantità di movimento 
rispetto ai soli assi Ox, , Ox^ (§ 381), omettendo sempre l'indice v, 

« I'«(^)-Z'»(^)=Z^.+a+c' (-i.^.j). 

i sonmiatori ^ nei primi membri essendo estesi a tutti i punti del solido, 
e nei secondi membri a mtte le percosse, giacché nella detta dorata brevis- 
sima tj — i^ si trascurano le forze ordinarie agenti sul mobile. 

Osservando d'altro canto che in una rotazione dì velocità angolare 
f attorno Ox^ si hanno 

dx^ d^ dx^ d^ dxy^ 

"JT" ^*dt* dì ~^' di' di ~^' 

e nella specie essendo -1^ = w, — w^ = A o), le stesse equazioni (2), 
(3) si spec^cano come s^ue 

(Im^jAtt + Z j*. -h e. + g; = o, 
,(Z«»*.)^"-Z^.-a-(X=o, z^,+c,+j2;=o, 
^^^ ^ (Z«»*.*,)A«+Za,p,-5,pj-fca = o, 

À<* essendo determinata per l'equazione (i). Quest'equazioni (4) iùtanto 
non bastano per la determinaaione completa delle Q, Q', giacché mediante 
le prime ed ultime due si potranno calcolare le componenti Q, > i2a » 
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Qi » (21 > ^ ^^^ ^ ^^^^ soltanto la somma Q^ + i2| (analogamente al 
2^ caso di equilibrio considerato nel § 240), quindi non si potranno 
calcolare che le percosse normalmeute all'asse di rotazione per effetto di 
quelle applicate direttamente al solido. 

390. Caso particolare, centro di percossa. — Sia unica la percossa 
P, e vediamo a quali condizioni la medesima debba soddisfare affinchè 
1^ Qt Q siano nulle, colle quali condizioni la terza equazione (4) dà 
P = o, e bisogna dunque anzitutto che la percossa P sia in un piano ir 
perpendicolare all'asse di rotazione. Ciò posto, si prenda questo piano 
per quello delle x, , x, , ed essendo 0, il punto d'intersezione dello stesso 
col detto asse, si conduca 0, x^ perpendicolare a P, in conseguenza per 
la medesima e pel suo punto di applicazione si hanno P^ = 0, P, = P, 
^ == o ; pertanto le altre quattro equazioni (4) si riducono alle seguenti 

(XwxJ Aa> = o, (Z^*.)^« = ^> 

e la (i) diventa 

si hanno perciò 

2]mx, = o, ^xX^^^i = ^**> Z'^^1^3 =X'»*a*3 = o; 

delle quali equazioni le due ultime manifestano dover essere l'asse di ro- 
tazione asse principale d'inerzia relativamente ad 0^ , e la prima dimostra 
che il piano x, 0^ x passa pel centro di gravità G del solido. 

Dinotandosi g^ la perpendicolare tirata dal detto centro di gravità 

all'asse di rotazione, poiché si ha M^, =^^x, » 1a seconda equazione 

surriferita dà 

G) 5. = *':^., 

espressione della più corta distanza tra la direzione di P e Tasse di ro- 
tazione, ossia designata C la proiezione del punto di applicazione di P 
sul piano X, 0, Xj , ^ì,^=iO^C\ questo punto C, al quale si può riguar- 
dare applicata la percossa P, dicesi unirò di percussione rispetto all'asse 
di rotazione. 

Adunque, affinchè ad un solido in rotazione attorno un asse fisso 
Ox^ si potesse applicare una percossa P d'intensità arbitraria, la quale 
non cagioni percussione all'asse, bisogna (fig. 104): i^che questo fosse 
asse principale d'inerzia relativamente ad un certo punto 0, dello stesso ; 
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2° che P stia nel piano passante per 0, perpendicolare all'asse di rota- 
zione, ed al tempo stesso sia per- 

-/^^/ /^4 pendicolare al piano GO^x^ de- 
terminato dall'asse e dal centro 
di gravità G del corpo ruotante ; 
3° che il suo incontro C con 
questo piano si trovi con G da 
jOi X9 uno stesso lato rispetto all'asse 

i OXj, ed alla distanza da que- 

st'asse espressa da fc*:^, , essen- 
do à; e ^, definite come sopra. 




I 
I 

I 



391. Solido mobile attorno un punto fisso. — Si prenda questo 
punto per orìgine della terna di assi coordinati Ox^ costituita dagli 
assi principali d'inerzia relativamente allo stesso punto fisso, e siano A^^ 
(S ^54) ^ momenti d'inerzia del corpo S rispetto ai detti assi; il solido 
sottoposto a forze ordinarie abbia all'istante ì^ la velocità angolare di 
rotazione a)^ attorno l'asse istantaneo, di cui le componenti attorno gU 
assi anzidetti sieno designati p^,- , ed immediatamente dietro l'istante ì^ gli 
siano applicate le percosse P, , P, , . . . , P^ nei punti, le cui coordinate 
relativamente ai sudetti assi siano designate ^^^ , le quali percosse gene- 
rano sul punto fisso la reazione corrispondente ad una percossa Q^ a 
doversi determinare. 

Nella durata brevissima /, — ^^ , in cui agiscono le n percosse P^ , si 
possono trascurare le forze ordinarie agenti sul solido, e considerare le 
coordinate ^^ ■ , parimenti le x^ di ogni altro punto di 5, come invariate; 
all'isunte /, siano /?,. le componenti della velocità angolare di rotazione 
ct>, , che si tratta di determinare. Le variazioni delle somme dei momenti 
delle quantità di movimento rispetto agl'indicati assi coordinati vanno 
espresse da 

e poiché il momento di Q^ rispetto ad è nullo, dietro il teorema dei 
momenti delle quantità di movimento, in detta durata X^ — /^,si hanno 
le seguenti equazioni, omettendo per brevità l'indice v, 
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d'altro canto pel teorema intorno alle projezioni sopra un asse fisso delle 
quantità di movimento^ considerati in detta durata come sensibilmente 
immobili gli assi Ox^, si hanno quest'altre tre equazioni 

(7) Z'«(7r)r^'"(^)o=^^' + ^ ^'=^''*'' 

per le quali si viene alta determinazione delle Q- , quindi a quella di Q, 
mentre per le (6) si ottengono le p„. . 

392. Solido interamente ubero. — Sia il medesimo animato da 
movimento conosciuto, che ad ogn'istante si considera come risultante 
da due movimenti semplici pure conosciuti, una traslazione per la quale 
il centro di gravità del solido sia il punto designato, ed una rotazione 
attorno un asse istantaneo passante per 0; riteniamo per quest^ultimo 
movimento, come per quello dintorno ad un punto fisso, te designazioni 
del § precedente, perciò essendo all'istante t^ applicate al mobile le per- 
cosse P, , P^ , . . . , P. , avranno luogo egualmente che pel caso prece- 
dente l'equazioni (6), da servire per la determinazione delle p^. ; inoltre 
designate 1*^^, 1*,^ le componenti agl'istanti t^, t^ delta velocità u del 
centro di gravità O, secondo gli assi coordinati sopra indicati (assi centrali 
dìnerzia), pel teorema sulle projezioni delle quantità di movimento, ap- 
plicato al moto del detto centro, si hanno altresì le tre equazioni 

(8) Af («., — uj = XPì (» = I» ^. 3). 

che serviranno per determinare le u^-^ restando il problema cosi com- 
pletamente risoluto. 



CAPITOLO QUINTO 

MOVIMENTO DEI SISTEMI DEFORMABIU. 
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I. — Movimento di una corda vibrante. 



393. In quanto al moto dei sistemi deformabili, avuto riguardo ai 
limiti del nostro Corso, dobbiamo restringerci a trattare soltanto qualche 
caso speciale, e sempre con convenevole limitazione; con tale circoscrizione 
adunque imprendiamo a studiare in primo luogo il movimento di una 
corda vibrante. 

Consideriamo una corda di spessezza costante e piccolissima, costi* 
tuente perciò un filo, di data lunghezza I, che supponiamo omogeneo, 
perfettamente flessibile, elastico un po' estensibile, teso secondo la lun- 
ghezza da una forza equivalente ad un dato peso t, fermato alle sue 
estremità a due punti fissi 0, 0', e il cui peso sia trascurabile rispetto 

a t; cosicché nell'equilibrio 
si disponga secondo la retta 
OAO' (fig. 105), dalla quale 
si sposta pochissimo, vibrando 
attorno codesta retta quando, 
^ allontanato poco che sia dalla 
ctessa configurazione d'equili- 
brio, s'imprimono a tutti i suoi 
punti piccole velocità; si tratu 
di determinare in tali condi- 
zioni la posizione e la velocità di ciascun puQto ad un istante qualsiasi 
dato t. 
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Sia OMO' la curva piana o storta formata dalia corda ad un'epoca 
qualunque, e riferiamo le posizioni dei suoi vari punti ad una terna di 
assi ortogonali Ox^ con Torigine nel punto fisso 0, e Tuno dì essi, 
rOXj, coincidente con la retta OAO'; designiamo x- le coordinate al 
tempo t di un punto qualsiasi M, il quale trovandosi in A sulla detta 
retta alla distanza 0^ = x, alla fine del tempo t venga ad occupare 
nella cennata curva la posizione M vicina alla prima; sicché, posta x==^x-\-Uy 
sia u una quantità piccolissima, parimenti che le x, , x^ dello stesso punto 
Af, e tutte e tre queste variabili sono funzioni continue e ciascuna ad 
un solo valore del tempo t. Se M' è un altro punto della curva OMO' 
infinitamente vicino ad Af, e corrispondente nella posizione d'equilibrio 
al punto A' infinitamente vicino ad A, quindi essendo AA' = dx; di- 
notato ds l'arco MM\ sarà questo ciò che sia diventato il segmento retti- 
lineo dx alla fine del tempo /, e la massa di questo segmento MM' della 
corda curva dev'essere eguale a quella della porzione rettilinea A A'; esprì- 
miamo tale eguaglianza, osservando che se sia /) il peso della corda di 
lunghezza I, il prodotto della sezione normale per la densità in ogni punto di 

essa lunghezza va espresso per pilgy quindi la massa di A A' è j— dx, 

e dinotato e l'accennato prodotto, la massa di MM' è tds^ risulta dunque 

(0 tds = ^dx. 

Le componenti secondo gli assi coordinati dell'accelerazione del punto 
M all'istante /, poiché x é indipendente dal tempo, sono espresse dalle 

d'x, d'x^ d'xj _d'u 

dt' ' df ' di^ ~ di' ' 

e dinotate X. le componenti della forza motrice rapportata all'unità di 
massa agente sull'istesso punio M, le componenti secondo i detti assi 
della forza perduta per l'elemento tds sono fomite dall'espressioni 

(.,_^).., (x.-^-^)a, (x.-^^)..., 

dietro il principio di D'Alembert queste forze a ciascun istante devono 
farsi equilibrio, quindi dinotata T la tensione al punto M, ossia l'azione 
scambievole delle due parti OM ed Af 0' della corda curvata, di seguito 
all'equazioni (5) del § 254 esprimenti le condizioni d'equilibrio di un 
filo sottoposto all'azione di forze qualunque, applicate al presente caso, 
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si haaiio 



alle quali equazioni del movimento della corda vibrante devesi associare 
quest'altra 

« m+ m+ (^^)'= - 

394. Per rendere integrabili le (2) riducendole a forma lineare, de- 
vonsi fare essenziali ipotesi sull'indole del movimento in esame cioè: 

I** Che sieno trascurabili le X. , con la quale ipotesi, e stante la (i), 
esse equaàonì diventano 

2^ Che le vibrazioni siano piccolissime, conseguentemente che la 
curva OMO' pochissimo si allontani dalla retta OAO', le tangenti ai 
suoi vari punti formino angoli piccolissimi con Tasse Ox , di guisa che 

-H-, -r-2- nella (3) siano trascurabili, risultandone perciò 
ds ds ^^ 

(5) ds = dx ^ du; 

dx 
e di seguito, essendo -j- presso a poco eguale all'unità, ne derivano 

l'eguaglianze 

fii^ ^^i ^^i àx dx^ dx^ dx^ dx dx^ 

^ ^ ds dx ' ds dx * ds dx ' ds dx ' 

La porzione A A* della corda eguale ^ dx nella posizione d'equilibrio, 
è diventata MM' = ds sulla curva, la sua tensione è t nel primo stato, 
e r nel secondo; ora, l'esperienza dimostra che l'allungamento di un filo, 
omogeneo e di spessezza costante, è proporzionale alla lunghezza primi- 
tiva, ed all'accrescimento della tensione, quando questo accrescimento sia 

F. Caloauha. — Mtccsmui, toI. U. 4o 
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piccolo, dunque indicando con p un coefficiente costante, e stante la (5), 

si ha 

, V ^ ds — dx ^ , du 

(7) ^-''=f—dr-> ^ ^=''+fTx> 

in forza della quale eguaglianza e delle (6) vengono 

j. dx^ ( i du\ dx^ dx^ 

3 'd7~y^^d^)dx~^~n' 



n-dx^ l , du\dx^ dx^ 

^'d7 = V + fdl)lÌ = ''dt 



dx' 

j . . j . du dx, du dx^ «ir 

potendosi trascurare 1 prodotti -7— . -^ , -r— . -r-^ , composti da fattori 

piccolissimi. 

Differenziando la (3) rispetto ad x, viene 

dx^ ds . dx^ ds . dx-^du \ ds / 

'TT'ir^ ds 'IF^ 31 • d^ —^' 

ed attesoché — ^ = i, stante pure le (6), si ha 



ds 



C-^) 



. dx^ d^x^ J, ^^a ^*^a 



la quale equazione manifesta essere il primo termine dell'ordine di gran- 
dezza dei rapporti -7-^ , -t^ , quindi al pari di questi sia anch'esso tra- 
scurabile; conseguentemente a ciò, ed atteso le (7), (8), Tequazioni (4) 
si trasformano nelle 

P à'x^ _ \'df) _ d^x, p d'x^_ ^y'dl) _ ^ 

Ig' dt' ~ dx ~^dx'' lg'dt'~ dx ~^dx'' 

/-dar+_dtt\ / dx-^ du \ 

JL ^'^_ \ às J _ dx^du dT y V ds ) _ d'u 

lg'dt'~ dx ~ ds ' dx'^ dx ~^dx'' 

e poste per brevità a^ =ilgT:p, y = Ig^ip^ le stesse assumono le se- 
guenti forme ridotte 

d^ _ d^x, d'x, _ d^x, dTu _ .,d^i 

^^^ dt'~^T^' di'^^^dF' dt'-^dx'' 

gl'integrali delle quali forniranno le x, , x^ , u in funzione delle x, U 
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^ 

Da esse equazioni (9), essendo le variabiK jc^ , x, , u separate, risulta 
che le vibrazioni della corda parallelamente agli assi Ox^ sono indipen- 
denti tra loro, e coesistenti senza influenzarsi scambievolmente; quelle nel 
senso Ox^ diconsi longitudinali^ e le altre in verso ortogonale a quest'asse 
diconsi trasversali, osservando in riguardo a quest*ultime che, atteso Vi- 
dentità di forma delle due prime equazioni, le vibrazioni secondo Ox^ 
saranno identiche alle rispettive nel senso di Ox, , se i valori iniziali di 

jc^ e di -rf siano rispettivamente eguali a quelli di jc, e -j^ ; inoltre, dal- 
le stesse (9) si desume che le vibrazioni longitudinali devono s^uire le 
medesime leggi delle trasversali, non differendo che per la grandezza del 
coeflEciente fc* , il quale sta ad j' nel rapporto p : t; infine, essendo le tre 
equazioni della medesima forma, basta ricercarne l'integrale dell'una, assu- 
miamo, p. e., la prima. 

395. Poiché X, è funzione delle variabili indipendenti x, ty si ha 

dx, = h^dx + h^dty 
essendo ib, , h^ altresì funzioni delle stesse x, I, e perciò poniamo 

dh^ = Jfe,dx + l^dty dbz = Jk^dx + l^dt; 
introducendo le due ausiliarie 

a := X 4" ^^ P = X — aty 

Sì possono riguardare x, , h^, h^ quali funzioni di queste nuove variabili, 
e porre le relazioni 

dalla prima delle quali viene 

dx, = (m, + m^dx 4- ^(w, — tn^dt^ 
ed in conseguenza si hanno l'eguaglianze 

dalle altre due relazioni vengono 

àK={p,'\'qddx^a{p^-qyt, dh, = (j>, + q;)dx+a(p^-q;)dt, 

di seguito si hanno l'eguaglianze 
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e stante ie precedenti espressioni di ii, ed ib^ risultano altresi 

Intanto la sudetta prima equazione (9) con le precedenti segnature 

può scriversi 

h — a'i, = o, 

sostituendo in essa l'espressioni di ib, , /, , si consegue 
donde l'equazioni 

le quali dimostrano che -j-^, -j^ devono essere le derivate 9', (a), ^|(P) 

di due fuimoni, la prima delle quali non contiene ^, e la seconda non 
contiene oc, cosicché si ha 

d*. = <p;(a)d« + 4':({i)Jp, 

e di seguito 

che è l'integrale completo della prima (9), designando <p, e ^, le due 
funzioni arbitrarie. 

Si ottengono egualmente gl'integrali delle altre due equazioni (9), 
conseguentemente per tutti e tre si hanno 

(io) < x^ = <p,(x + ai) + ^,{x - ai), 

{ ^. = ?,(^ + *0 + 'l'5C^-*0> 

e le f. y ^,- si determinano agevolmente, allorché si conosce la forma 
iniziale della corda, cioè a dire essendo date l'equazioni della corda de- 
formata all'epoca / = o, e siano note secondo gli assi coordinati le compo- 
nenti della velocità di ciascun suo punto all'inizio del movimento, perciò 
per / = che siano date in funzione della variabile x le coordinate (x.) 

del punto M, e le componenti 1 -jj- 1 della sua velocità. 

Infatti, date le funzioni 
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attesoché per le (io) e loro derivate rispetto a t per ( = o si hanno 
(12) ?i (*) + i W = /j (*) = 1,2, jX 

?:w-'i':w=7e.(*). 9;(*)H';w=^e,(x), i>;(*)H';w=y«,(*), 

le tre uldoie equazioni mt^ate, designando con C, , C, , C, k costanti, 
e poste altresì 

-L /*e.(x)d* = F.(x), -L hxx)dx = F.(*), 
(13) { -^ , . -^ 

^y6,(x)dx = F,(*), 

forniscono 

accoppiate queste eguaglianze con le precedenti (12), si ottengono Te- 
spressioni 

(14) 2?,(*)=/X*) + f.(*)+C„ 2<l;,(x)=/,(*)-F,(x)-C,, 

le quali, particolarizzate ad ì= i, 2, 3, indi per x poste X'{-at nelle 

?i > 9a > ^ — ^* ^^^ 'l'i > ^'a > X -|- i/ ed X — bt rispettivamente nelle 
(f^y ^^, poscia sommate, con che spariscono le C. , forniscono per le 
(io) l'espressioni delle x, , x,, u, ossia gl'integrali completi delle (9) in 
funzione delle /. , F,. . 

396. Le funzioni f^x), F;(x), e conseguentemente le 9,.(x), ^.(x), 
sono conosciute, stante le premesse ipotesi, solo per valori della variabile 
X compresi tra zero ed /, mentre bisogna che lo siano anche per valori 
oltre questi limiti, perciocché dovendosi sostituire ad x rispettivamente 
X '■\- aty X — aty X -^^ bt, x — bi, e potendo t crescere indefinitamente, 
le nuove variabili potranno assumere valori aldilà dei predetti limiti zero 
ed I; intanto, atteso la immobilità dei punti ed O', si hanno le seguenti 
condizioni a soddisfare^ dedotte dalle (io) con x = o, ed x= /, posta 
C in luogo di j/ e di bt, 

(15) ?.(0 + '!'.(- = 0, ?.(i + + 'l'iO-0 = o, 

ed essendo 9j(C)» 4^{C») determinate per valori di C tra zero ed i, la è 
altresì +i(/ — C) che varia tra gli stessi limiu, ma 9.(^4-0= — ^ìQ — ^)» 
si desume dunque che 9j(x) resta determinata per valori di x tra zero 
e 2/. 
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La Stessa seconda (15), postavi / -|- C invece di C» si commuta nella 
e da questa sottraendo la prima (15) risulta l'eguaglianza 

00 ?*(2i + = 1'l(0. 

mamfescante essere f;(x) funzione periodica col perìodo di 2/, e deter- 
minata quindi per valori di x tra zero e + 00 ; inoltre, se nella predetta 
seconda (15) si ponga / -|- ^ invece di — C» ed inversamente, viene 

?.(-0 + +X2^ + = O, 

e poiché dalla prima (15) si ha ^.Q — = — ^'.■(O» esulta pertanto 

l'eguaglianza 

07) +.(2/ + = Ì(^ 

che dimostra essere anche ^, (x) funzione periodica col medesimo perìodo 

± 2 /, e determinata quindi per valori di x tra zero e db <=^ ; infine, dalla 

prima (15) si consegue altresì che i valor idi f,(x) sono eguali e di segm 

opposti a quelli di ^;( — x), e reciprocamente. 

« 

397. Vibrazioni trasversau. — Dalla periodicità delle (f. , ^. col 
medesimo perìodo db 2I risulta che, quando at cresce di 2 2, ossia t di 
2 1 : a, tanto la x, quanto la x^ riprendono gli stessi valori, ed è parì- 

menti delle derìvate -7^ , -jp , cioè a dire delle componenti secondo 

gli assi OXj, Ox^ della velodtà del punto in considerazione; adunque 
la corda fa una serìe di vibrazioni trasversali mtte eguali ed isocrone in 
ciascuna durata 2 1 : a. 

Se i punti estremi in ed 0' fossero assolutamente fissi, la corda 
nel vuoto farebbe una serìe indefinita di oscillazioni della predetta specie; 
ma la resistenza dell'aria, e la comunicazione di parte del movimento 
della corda ai suoi estremi, che va annientata dalla reaàone dei punti 
fissi, diminuiscono gradatamente le amplitudini delle vibrazioni, e finiscono 
per annientarle, senza però alterare sensibilmente l'isocronismo, dò che 
l'esperienza ha confermato, ed analogamente a quel che avviene nel mo- 
vimento del pendolo. 

Sia t^ la durata di una vibrazione, ossia /, = 2 / : a, sia ^ il numero 
delle vibrazioni in un tempo /, perciò N = < : /^ = fl / : 2 /, ovvero, stan- 
techè fl' = Ig'^ipt si ha 



o«) ''=^ytp- 
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e nell'uniti di tempo 

(18') n = 

La corda nel suo movimento comunica le vibrazioni all'aria, che ne 
fa altrettante nel medesimo tempo, perciò il suono prodotto ha per mi- 
sura n, ed è tanto più elevato per quanto in un dato tempo la corda 
faccia un maggior numero di vibrazioni, il quale è indipendente dalla 
loro amplitudine, dalla figura iniziale della corda, o dal compartimento 
spontaneo deUa stessa. Dalla (i8), o (i8'), quindi s'inferisce che per una 
medesima corda il numero delle vibrazioni in un dato tempo è in ragione 
della radice quadrata della sua tensione t, ed in ragione inversa della 
sua lunghezza I, stantechè p è proporzionale ad I; per corde della stessa 
lunghezza, ed egualmente tese, i rispettivi numeri di vibrazioni sono in 
ragione inversa delle radici quadrate dei loro pesi. 

Vibrazioni LONorruDiNAU. — H movimento longitudinale della corda 
è dato dalla terza equazione (9) del § 394, afiatto simile alle prime due, 
scambiando a e b; quindi posto un accento alle superiori designazioni 
N, n, per adattarle al caso in considerazione, si hanno 

<■') ^=t1/^. "'=1-1/1' W=^-\/^' 

essendo — una piccolissima quantità; giacché, se nella (7) del 5 394 si 

pone ds=z 2dXy viene T = t -f- P, è dunque p l'accrescimento di tensione 
che bisogna dare alla corda per duplicarsi la lunghezza di ciascun suo 
elemento, essa costante perciò è molto più grande di t, in conseguenza 
piccolissimo il rapporto t : p, dò che risulta pure osservando che se nella 

menzionata formola si faccia T = 2 t, viene — = — 5 = -,- , ed 

' p dx l 

essendo X piccolissima rispetto ad I, risulta parimenti piccolissimo il rap- 
porto T : p. Stante tale piccolezza nel rapporto 



7=/i=/? 



fra i numeri di vibrazioni trasversali e longitudinali, ne deriva che dei 
due suoni resi da una stessa corda riesce molto più acuto quello, che 
corrisponde alle vibrazioni longitudinali. 



i2 > 
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398. Nodi di vibrazioni. — Avvengono casi nei quali la corda, re- 
lativamente al suo stato iniziale, si compartisce spontaneamente in un 
certo numero di porzioni eguali vibranti all'unisono, i cui punti di sepa- 
razione (nodi) restano immobìli in tutta la durata del movimento, ed 
allora il suono si eleva proporzionalmente al numero di esse parti. 

Supponiamo, per esempio (confr. Sturm, opera citata nel § 218, 
t. 2°y pag. 276), che le dimensioni e la tensione della corda essendo date, 
si possa disporre della sua figura, e delle velocità iniziali dei suoi punti, 
a modo che U movimento sia rappresentato per equazioni 

(20) *. = «.5.. *. = «.5., « = 0,5,, 

in cui 0, , 0^, 6^ sieno funzioni soltanto di /, e ^,, ^2, i^ solamente 
della X. 

Prendendo in considerazione la prima x, = 6,^, , si osserva che 
dovendo verificare la prima (9) del ^ 394, dalla stessa deriva l'equazione 

-L ^— J_ -L ^ 
5, • dx' "" a* • 6, • di' 

la quale, poiché il primo membro è funzione soltanto della x, ed il se- 
condo della /, per potere sus^stere richiede che i suoi due membri si 
riducano ad una stessa costante e, e vengano pertanto le due equazioni 
difiFerenziali 

Ad integrare la prima si moltiplichi per idi^, e con una prhna 
integrazione, designata Ce h costante, si consegue 

donde . 

integrata quest'ultima, e posto — logC per la costante, si ottiene 
prendendo le inverse di ciascun membro viene 

e sottraendo questa dalla precedente equazione risulta 



GAP. V. — MOVIMEirrO DEI SISTEMI DEFORMABILI. 32 1 

Nulla si oppone acche si consideri e essenzialmente negativa, ossia 
e = — É', quindi sia 1/7= k^ — i, ed a causa dell'indeterminazione 
delle Cy C potersi scrivere la precedente espressione di ^, come segue, 
dinotate A^ , B^ due costanti, 

2 2y — I 

in conseguenza per l'integrale generale della prima (21) si ha 

5, = -4, cos A X + 5, sen k x. 

Con procedimento analogo si consegue l'integrale generale della se- 
conda (21), sicché indicate C, , D, le relative costanti si ha 

6j = C, cos fl ik ^ -|- Z), sen akt^ 

di seguito a questa espressione e della ^, risulta 

Xj = {A^ cos kx -(- B^ sen ix)(C, cos ahi 4- A sen ai/), 

e per la sua derivata rispetto a i viene 

-7— = (ii, cosix-[- 5, senikx)(D, cosai/ — C, senai/)ai. 

Poiché pei punti estremi in ed 0', cioè per x = o, ed x =: /, 
dev'essere x, = o qualunque fosse /, ne segue che risultano identicamente 
il^ = o, kl =z m%, essendo m un intero qualsiasi, pertanto si hanno 



„ m'Kx/^ am%t , ^^ awiw/\ 
X, = 5j sen — j — I C, cos — -. }- JD, sen — j — I , 

— 1 ^. cos — j C, sen — y- j ; 



dx, „ awTc rrnzxi r^ am 



e se si suppone che all'inizio del movimento, ossia per / = o, la velocità 

d X 
iniziale sia nulla, perciò -jf = qualunque fosse x, bisogna che si abbia 

identicamente Z), = o, talché posto £", per la costante B^ C^ , nel caso 
in considerazione si ha 

, . r. m'Kx atniQt 

(23) X, = £, sen — j — cos — 5 — . 

Analogamente per la seconda e terza (20) si ottengono 

(24) X, = £,sen -j-cos — p- , 

, ^ rs micx hm'Kt 

(25) tt = £j sen — j — cos — -. — . 

F. CàLMUIU. — M«M4NHM, VOl. U. 4' 
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Adunque, se la corda senza velocità iniziale abbia la forma della 
curva determinata dall'equazioni 

(26) X, = £, sen — p- , x, = £,sen-j— , x, = x + £,sen— p- , 

e si abbandoni a se stessa, farà una serie indefinita di vibrazioni isocrone 

secondo la legge data deirequazioni (23), (24), (25); e poiché queste 

tn X 
espressioni si annullano allorché -r- é un intero, qualunque sia /, ossia 

V 

avendosi x = — /, essendo v un intero ^ m, risulta che ai punti cor- 

tn 

rispondenti ai valori di x 

/ il m — I . - 

m ^ in m 

la corda non ha alcun movimento; di questi punti gli m — i intermedi 

ad ed 0', ed equidistanti fra loro, sono dunque altrettanti nodi. 

2/ 
Le X, , x^ riprendono gli stessi valori quando t cresce di -^ ^ la tf 

2/ 
e quindi x^ , allorché t cresce di r— ; le vibrazioni trasversali sono per- 
ai 
ciò periodicTie ad ogni intervallo di tempo eguale a — , e le longitudi- 

2/ 
nali sono altresì periodiche ad ogni intervallo del tempo -r— ; il numero 

di esse vibrazioni eseguite nell'unità di tempo va espresso rispettivamente 
da — r , — T , é eguale cioè ad tn volte quello che corrisponde al suono 
più grave determinato dalla teoria generale. 

II. — Vibrazioni di una verga elastica. 

399. Si consideri una verga retta o curva, la cui curvatura non può 
essere cangiata senza applicarle una o più forze, e che riprende la sua 
forma naturale quando queste forze hanno cessato di agire, la quale 
perciò dicesi verga elastica, ben diversa da un filo perfettamente flessibile, 
che senza soccorso di alcuna forza conserva la curvatura fattagli prendere, 
ed é elastico soltanto nel senso della lunghezza. Affinché una verga fosse 
elastica per rapporto alla flessione, bisogna che sia formata di materia 
pochissimo estensibile e contrattile, inoltre che le sue dimensioni trasversali 
alla lunghezza, e rispetto a questa pur essendo molto piccole, abbiano 
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tuttavia grandezze convenevoli, onde la medesima sia a6Fatto diversa da 
un filo perfettamente flessibile, al quale stato si potrà ridurre sempre una 
verga scemandone successivamente la spessezza, sicché non abbia più 
tendenza sensibile a riprendere la figura primitiva da cui sia stata allon- 
tanata. 

Dicesi filetto medio di una verga quello che passa pei centri di gra- 
vità di tutte le sezioni norinali alla lunghezza, sìa la medesima retta o 
curva nel suo stato naturale, ovvero dietro la deformazione; e quando 
la verga è di massa omogenea, il filetto medio si confonde con l'asse di 
figura della stessa. Ordinariamente si suppone la verga omogenea, avente 
forma prismatica, o cilìndrica a base circolare; se ha la figura di un pa- 
rallelepipedo rettangolo, e la spessezza sia piccolissima rispetto alla lun- 
ghezza, qualunque fosse la larghezza (questa però sempre maggiore della 
spessezza), con particolarità si denomina lama elastica; piegandola nel 
senso della lunghezza, si troverà compresa tra due superficie cilindriche, 
i cui spigoli sono eguali alla larghezza, e se si divide con piani rawici- 
oati perpendicolari alla larghezza, resterà compartita in verghe elastiche 
rmogokri, 

Allorché una verga elastica, mediante date forze, è allontanata dalla 
aaa forma naturale, ciascuno dei filetti longitudinali di cui si compone 
può provare tre eifettì differenti; ogni porzione del medesimo, di lunghezza 
piccolissima che sia^ può essere contratta, dilatata, od anche torta su di 
se stessa; la tendenza di ciascuna parte a riprendere lo stato naturala 
dipende dalle attrazioni e ripulsioni scambievoli, che hanno luogo tra le 
molecole di tutti i corpi, le quali non si estmdono cb# a distanze io* 
gfinflJHljj 

Una verga elastica, che sia mantenuta immobile in alcuna delle sue 
parti da date forze, allontanata dalia sua forma naturale, indi abban- 
donata a se stessa, eseguirà attorno quella figura d'equilibrio una serie 
di oscillazioni, che studieremo in qualcuno dei casi più semplici. 

400* Consideriamo la verga elastica, di figura prismatica ovvero ci- 
lindrìca, incastrata per una estremità, cioè fissata in modo che una delle 
due piccole facce, che la terminano perpendicolarmente alla lunghezza, 
non possa prendere alcun movimento, e nel suo stato naturale che sia 
retta, od a semplice curvatura, inoltre si suppone che piegata, resti ancora 
a setnpUce curvatura, né subisca alcuna torsione; in tali condiziom il filetto 
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medio, che come si disse è il luogo dei centri di gravità di tutte le se- 
zioni normali alla lunghezza, avrà parimenti una curvatura semplice, ossia 
sarà tutto compreso in un piano, rispetto al quale le dette sezioni saranno 
simmetriche; è supposto pertanto che h verga sia deformata, cioè piegata 
in curva, da una o più forze dirette tutte nel piano del filetto medio, 
ed è ammesso altresì che le molecole primidvamente situate in una stessa 
sezione, restino nel medesimo piano dietro la deformandone. 

Gò posto, sia la verga in considerazione omogenea, incastrata per 

/ la faccia A A' (fig. loé), e pi^ta 

^Jt^ ' ^ ^ longitudinalmente a semplice curva- 

tura da una forza P applicata all'e- 
stremità Ubera SB', nel punto deUa 
faccia corrispondente al filetto medio, 
nel cui piano è quindi la direzione 
della stessa forza; si abbia in ispe- 
ciale riguardo la superficie dlindrìca 
retta C formata con la curva del 
rjP filetto medio per direttrice, e le ge- 
neratrici normali al piano tc di essa 
curva, la quale stabilisce pei filetti 
longitudinali di cui si compone la verga una divisione in due r^oni 
(a parte quelli che trovansi sulla stessa superficie), gli uni posd daUa 
parte della convessità di C, e gli altri della parte della concavità. 

Nella figura io6 la linea AMB rappresenta il limite della parte 
convessa, ed A' M' B' quello della parte concava della superficie laterale 
della verga dietro la deformazione, DN E un filetto longimdinale qual- 
siasi, la cui distanza dall'indicata superficie C la dinotiamo u, potendo 
la stessa essere positiva o negativa, secondochè il filetto in considerazione 
si trovi nella regione della convessità, od in quella della concavità di C; 
le MM\ mm! rappresentano due sezioni normali alla lunghezza, infini- 
tamente vicine tra loro, le quali sono incontrate in N, n dal filetto D E 
ortogonahnente, al pari che da ogni altro filetto, ed i piani delle stesse 
prolungati s'intersecano secondo una retta, nella figura designata 0, per- 
pendicolare al piano ic. Se le indicate linee poi appartengono ad una 
sezione longimdinale fatta con un piano parallelo a ic, le ^M£, A' M'B' 
sono le due curve parallele, nella convessità di C Tuna, e nella conca- 
vità l'altra, che limitano in due lati questa sezione, MM' ed mm' in 
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tale caso sono le normali comuni alle dette due curve, le quali s'incon- 
trano nel centro di curvatura per gli archi compresi dalle stesse nor- 
maliy e se Z)£ sia uno dei filetti posti nel cennato piano secante, il me- 
desimo le intersecherà in N^ n ad angolo retto. 

Si dinoti 9 la lunghezza dell'arco del filetto medio compreso tra le 
due indicate sezioni normali MM\ mm', p il suo raggio di curvatura, 
(j' la lunghezza dell'arco di un filetto qualsiasi D E compreso fra le stesse 
sezioni, p' il rispettivo raggio di curvatura, questi archi (i, a' essendo 
tra loro nel rapporto dei raggi p, p'; quindi, posto p' = p -{- ti, essendo 
u la distanza del filetto D E dalla sudetta superficie C, la quale come fu 
osservato può essere positiva o negativa, risulta la relazione 

(l) (X' = <T+y. 

Se Y) sia la lunghezza dell'arco a nello stato primitivo della verga, 
r il suo raggio di curvatura, supposto che in detto stato la verga non 
fosse retta, designata n' la lunghezza dell'arco a', ed r + i* il rispettivo 
raggio di curvatura nelle stesse cennate condizioni, si ha 

pertanto, poste l'eguaglianze 

<r = ,1(1 + «), <x' = Ti'Ci + e') = Tl(i + e')(i H--f ) , 

neUe quali e, e' sono piccolissime quantità, dalle stesse stante la (i), e 
trascurando le quantità di secondo ordine — , — , si deduce 

(3) •' = ' + »(f-T)' 

se fosse y)' = y), cioè a dire se la verga nello stato primitivo fosse retta 
quindi r = 00 , si avrebbe semplicemente 

(4) •' = • + 7- 

Da questa rebzione, egualmente che dalla (i), emerge che allorquando 
il filetto medio avrà un corso uniforme, e in lunghezza e nella curvatura, 
i filetti situati dal lato della convessità della superficie C si saranno tutti 
allungati, e quelli posti dal lato della concavità si saranno tutti accorciati, 
gli uni e gli altri proporzionalmente alle loro distanze u dalla detta su- 
perficie. 
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401. Rìgoardiamo la verga deformata divìsa in tre parti mediante 
le due sezioni normali MM\ inm\ cioè a dire : la prima, che per bre- 
vità dinotiaiDo H, t designata àz AM M'A\ la seconda dinotata K è rap- 
presentata da Bnttn' B\ la intermedia MM'm'm che indichiamo /; la 
H sari immobile, ^ h K attratta verso H ovvero respinta, secondo la 
tenden^ della parte intermedia / a riprendere il suo stato naturale. La 
porzione Nn del filetto DE tenderà a contrarsi o a dilatarsi, secondochè 
sarà stata allungata raccorciata, ossia secondochè s' sarà positiva o ne* 
gadva ; in conseguenza K sarà tirata verso H nel primo caso, e respinta 
nel secondo caso, da una certa forza applicata al punto fi, proveniente 
dall'azione di ATn, che si ammette essere proporzionale alla quantità s', e 
normale ad m m\ quindi espressa da a e', rapportata all'unità di superficie, 
essendo a dipendente dalla natura della verga, la quale è ritenuta per 
costante nell'estensione di una stessa sezione, ma che potrà variare da 
una sezione all'altra; e se si dinota o) l'area della sezione mm\ 4a> 
quella dell'elemento corrispondente ad n, sarà oce'^a) l'espressione della 
forza normale a detto elemento, agente trasversalmente alla faccia mnC 
di K. 

Si divida l'area di ciascuna sezione in istrisce infinitamente strette 
con rette parallele fra loro, ed alla intersezione e tra la stessa sezione 
e la superficie sopraindicata C, di guisachè l'area di una striscia sìa rap- 
presentata da 9 J u, essendo 9 una data funzione di t^ dipendente dal con- 
torno della sezione ; perciò è d(ù =z (fdu, e dinotati 4* ib, — k i valori 
estremi di u, viene 

(5) iù= Itfdu. 



Sia r la somma delle forze perpendicolari ad o), che tirano o spin- 
gono l'una delle due parti della verga separate da questa sezione normale^ 
e sia {^ il momento di esse forze per rapporto all'asse passante pel centro 
di gravità di a>, perpendicolare al piano ir del filetto medio, che giusta 
le premesse è appunto la retta sopraindicata e, si hanno pertanto l'e- 
spressioni 

sostituendo (3) per s\ e posto 

(6) j <f.u^du = -j^q\ 
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ri 
(f .udu = Oy si ottengono 



(7) 



« cLiùqW I I \ 

^ 3 V P ''/ 



questa quantità [«. si denomina il momento dell'ebsticità, e come risulta 
dalla sua espressione (7) è proporzionale in ciascun punto alla curvatura 
della verga, o propriamente alla differenza degli angoli di contingenza 
del suo filetto medio tra lo stato di deformazione e lo stato primitivo. 

402. Vibrazioni trasversali. — Dietrochè la verga elastica, nelle 
condizioni precedentemente indicate, sia allontanata dalla sua posizione 
d'equibrìo, se cessa l'azione della forza applicata all'estremità libera, e si 
abbandoni a se stessa, la medesima efiettuirà una serie di vibrazioni tra- 
sversali, le forze agenti riduceudosi in tale caso alle sole forze d'inerzia. 
Sia l la lunghezza della verga supposta primitivamente retta, p il suo 
peso, 0) Tarea di una sezione normale, i la densità sicché a> S = p : I ^ ; 
b retta 00' (fig. 107) designi il filetto medio allo stato primitivo, e la 

sua curva dietro il piegamento della 



Ay/ y^/ 



jj' 



verga, ossia all'istante in cui questa 
comincerà le oscillazioni dintorno 
^ ad 00', sia ONE, nel cui piano 
Ti si eseguiranno tutte le vibrazioni 
di esso filetto ; riferiamone in con- 
seguenza le posizioni dei suoi punti 
in moto a due assi ortogonali Ox, , 
Ox^ in detto piano, l'origine es- 
sendo nell'estremità fissa 0, e l'asse Ox^ coincidente con la direzione 
primitiva 0'. Sieno x, , x, le coordinate al tempo t di un punto qual- 
siasi N, pel raggio di curvatura corrispondente a questo punto si ha 




'=['Hk)T-^- 



e di seguito per la seconda espressione (7) del prec. §, poiché r = 00 , 
viene 

ovvero, attesoché le vibrazioni si succedono in piccolissima estensione 
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nel senso delle x, , perdo si possono trascurare nello sviluppo in serie 
dell'ultimo fattore tutti i termini con potenze di l -j-^ i , risulta 

3 àx\ 

Essendo a> l'area della sezione normale della verga col piano condono 
per N^ giacché si fa astrazione delle piccolissime dilatazioni o restringimenti 
che potranno aver luogo in ciascuna sezione normale, la massa dello 
strato compreso tra detta sezione ed un'altra infinitamente vicina con 
piano condotto per n va espressa da ttùds^ od anche da ^iùdx^^ stan- 
techè l'arco Nn = ds differisce pochissimo da il jc^; la forza d'inerzia 
agente su codesto strato, diretta nel piano ir, è eguale al prodotto di 

d^x . 

detta massa per l'accelerazione JJi^> quindi pel momento di tali forze 

in tutta la lunghezza l della verga, rispetto all'asse sopraindicato e, si ha 



'* = -X^'"-7?^*'''*- 



^uagUaado le due espressioni di (i, si ottiene l'equazione 

dalla quale con una prima differenziazione rispetto ad x, si ricava 

«g' <^>x. _ d'x, 
3^ dxl - dt' *»' 

e con una seconda differenziazione, posto altresì 

„»— *?* — '^ -,.^» 

si consegue 

d^x d^x 

che è l'equazione diflferenziale del moto vibrante del filetto medio, e con 
esso della verga elastica. 
Ad integrarla si ponga 

x^ = Ae^^^', 

essendo A una costante arbitraria,, X e [ìl due coefficienti a determinare, 

e la base dei logaritmi neperiani; con tale sostituzione nella (8) si ricava 

l'equazione 

jjL*-|.a*X* = o, 
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che Stabilisce una relazione tra i due coefficienti X e [i^, per la quale viene 
e di s^uito 



X, = A^^ X ^**'^-' = i<«^*(cos Val + f^^ sen Val). 

Questo risultato dimostra che si possa soddisfare la (8) prendendo 

(9) *i = /^ sen Va/ -|- j cos Va/, 

in cui p e 9 sono funzioni della x^ , e X costante per rapporto ad x, e /, 
la quale espressione dovendo sussistere per tutti i valori di i richiede che 
si abbiano 

Per int^rare quest'equazioni differenziali lineari del quarto ordine, 
le quali s'identificano l'una nell'altra con lo scambio di p, ^, si osserva 
considerando la prima che essa è soddisfatta prendendo per p ciascuna 
delle quattro espressioni 

sen X X, , cos X x, , e^» — e"^> , e^'» -|- r^*^ , 

conseguentemente, assunte le quattro costanti arbitrarie C. , . • . , C^ , si 
ha pel suo integrale generale 

(i o) p = C, sen X X, + C, cos X x, + C3 («^* — «"^'0 + C, (e^** + r^^\ 

e parimenti si ottiene per b seconda equazione, dinotate i), , . . . , D^ , 
le relative quattro costanti arbitrarie, 

(i i) y = D, sen X X, + D, cos X X, + i5j (e^*- — r^^^ + D^^^* + ^"^0- 

Intanto, stante la forma lineare dell'equazione (8), si soddisfa alla 
medesima prendendo altresì 

(12) X, = XpsenX'a/ + X?^sX*a/, 

estendendo i sommatori ^ a tutti i valori possibili di X e delle otto 
costanti C, , . . . , C^ , D, , . . . , D^ , la quale espressione (12) è l'inte- 
grale completo dell'equazione (8). (Per maggiori sviluppi sulle vibrazioni 
delle verghe elastiche confr. l'Opera del Poisson citata nei §§ 359, 387, 
tomo 2**, capitolo 8**). 
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CAPITOLO SESTO. 

ALCUNE SPECIALITÀ NEI MOTI DEI SISTEMI. 



L — Sistemi olonomi. — Sistemi conservativi. — Eneiigia. 

403. Sistemi olonomi. — Se un sistema si muove in modo, che le 
coordinate x^. d^U n punti M^(v = i, 2, . . . , ti) che lo costituiscono, 
ad ogni istante t soddisfano a certi h relazioni (^ 331) fra loro indipendenti 

(i) I, = /, (x„ , X,, , x,j , X,, , . . . , x^j , = o («= I, 2, . . . *), 

il sistenu dicesi olonomo, e le relazioni (i) diconsi VequuTiioni dà vincoli 
dei legami del sistema. 

È manifesto dover essere h <^ ^n^ perciocché per fc > 3n le (i) 
non ammettono soluzioni ; per ^ = 3 n poi, mercè le stesse equazioni 
risultano definiti i valori delle x^ ■ dipendentemente da /, ossia vanno de- 
finiti i movimenti dei singoli punti, e la considerazione del sistema, cioè 
a dire il movimento complessivo dei suoi punti non presenta alcun in- 



teresse. 

! 

! 
I 



Allorché nelle (i) la / non entra esplicitamente, i legami si dicono 
indipendenti dal tempo, ed in questo caso se fosse h = jn, le (i) stabi- 
lirebbero la quiete del sistema. 

Il numero jk = 3 « — h determina i gradi di libertà del sistema ; se 
un punto, p. e., (considerato come sistema) sia costretto a scorrere so^ 
pra una linea senza attrito, definita dall'equazioni 

I, = 0, I, = o, 

ha un solo grado di libertà 3.1 — 2 = i ; per un sistema costituito 
da due punti M^ , M, legati da una retta rigida di lunghezza /, i quali 
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sieno obbligati a scorrere rispettivamente su due superficie S, , 5, prive 
di attrito (§ 332), le cui equazioni, insieme a quella della invariabilità 
deUa lunghezza I, devono essere soddisfatte rispettivamente dalle coor- 
dinate dei due punti, il grado di liberti è 3.2 — 3 = 3; infine, trat- 
tandosi di un sistema rigido in moto libero, poiché per la rigidità devono 
sussistere 3» — 6 equazioni distinte (§ 57), esso possiede 3» — (3^ — 6)=6 
gradi di libertà, qualunque sia il numero n dei punti componenti, però 
n^ 3. 

Affinchè un insieme di n punti P^(v = i, 2, ...,«) presi nello 
spazio coincida con un sistema olonomo 5 in un determinato istante I, 
ossia che essi punti costituiscano una delle possibili posizioni di 5, bisogna 
che le loro coordinate verifichino le (i.) pel dato valore di t ; ogni in- 
sieme di n punti dello spazio cosi determinato, costituisce dò che si de- 
signa col nome di configura:^ione del sistema olonomo, corrispondente al va- 
lore assegnato a t. 

Per avere tutte le possibili configurazioni di 5, s'immagini risolute 
le (i) rispetto ad h incognite fra le 3» variabili x,. , restando perdo 
arbitrarie le altre, in numero i = 3 n — h; a queste k coordinate si 
potrà assegnare ogni sistema di valori arbitrari q^, q^, . . . , j'j , dipen- 
dentemente dai quali mercè le (i) risolute si otterranno i valori delle 
prescelte h incognite, e così con un dato valore di t si verrà a determinare 
le coordinate dei punti della configurazione C del sistema. Od altrimenti, 
se sia possibile, si esprimeranno le 3 n incognite x^^ dipendentemente da 
k parametri arbitrari 9, , q^, . . . , q^^ e dal tempo f, mediante assegnate 
funzioni 9, (3) del $ 338, incluse con v = i, 2, . . . , n nella terna 

^»a = ?va(?,> ?a> •••» 9kf 0» 

k quaU devono essere tali, che dietro Teliminazione delle ^i > 9, > • - • > 9» 
riproducano le date (i). 

È manifesto altresì che ad ogni sistema di valori arbitrari assonati 
alle 9, (e = I, 2, . . . , k) corrisponderà una con%urazione C di 5; e 
reciprocamente, data la configurazione C, ossia la posizione di 5 per un 
determinato istante t, prese k equazioni fra le (2), si procederà alla de- 
terminazione dei valori compatibili delle q^ . 

Queste quantità 9,, godenti l'anzidetta doppia proprietà, diconsi U 
coordinate generati Lagrangiane del sistema^ nel senso che esse indivi- 
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duano la sua posùdone, e sono in tanto numero quanti i suoi gradi di 
libertà. 

Supponiamo, p. e., che à abbiano due punti Af , , M^ legati da una 
retta rìgida di lunghezza l, le cui coordinate x^. , x,. debbono perciò 
soddisfare all'equazione 

il sistema è a legami indipendenti dal tempo, e possiede 5 gradi di 
libertà, occorrono pertanto cinque coordinate Lagrangiane. Poniamo 
Xj, = y, , x,3 = j, , Jf,j = 9j per la determinatone di Af, , e per quella 
di Af, , bastando che sia determinata la posizione del segmento l partente 
da Af , , poniamo x,, = ^^ -j- / sen q^ cos y^ , ^^ = ?a "h ' ^^'^ ?4 ^^ ?s » 
x^j = 9 ^ -|- { cos 9^ , rilevandosi che con tali espressioni resta verificata 
identicamente la (3). 

L'equazioni (i) includono implicitamente la condizione che i vincoli 
siano bilaterali (^ 207), tuttavia possono esservi sistemi con vincoli, tutti 
o parte, a legami unilaterali, e per questi le coordinate dei punti devono 
soddisfare a certe s disuguaglianze, che designiamo in generale 

Tineguaglianza potendo aver luogo anche nel senso opposto ^ o, ma 
con opportuni cangiamenti di segni alle 9^ , le disuguaglianze si potranno 
sempre presentare nelle forme (4). 

Chiamasi configurazione di un sistema a legami unilaterali, l'insieme 
di n punti dello spazio talmente posti, che ad un determinato istante t 
le loro coordinate soddisfano ad equazioni (i) ed a disuguaglianze (4), 
in generale coesistenti; distinguendosi le configura:^ioni ordinarie da quelle, 
che prendono nome di configurazioni di confine, allorché le (4) si ren- 
dono effettivamente nulle. 

Così, p. e., avendosi due punti Af , , Af ^ legati con un filo flessibile 
ed inestensibile di lunghezza /, i quali siano costretti ad aggirarsi sopra 
due date superficie senza attrito, e che per maggiore semplicità le sup- 
poniamo fisse, le coordinate degli stessi devono soddisfare alle relative 
equazioni delle superficie 

(l') /. (^11 f ^.. > *.,) = o, /. (x„ , X,, , x,,) = o, 

inoltre alla disuguaglianza 

(4') Z(*.,-x.O*-'*^o; 

ed una configurazione di confine del sistema si ha, allorché la (4') ef- 
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fetdvamente sì annulla, cioè quando sia 

404. Sistemi conservativi. — Un sistema olonomo dicesi conserva- 
tivo, allorché le forze agend sullo stesso sieno posizionali, cioè che di- 
pendono onicamente dalle posizioni dd suoi punti^ inoltre che derivano 
da una funsdone delle forze (§ 186), ossia da una funzione 

\5) 1/ = <|; Qx,, , x,j , x,j , Xj, , . . . , x^^j 

delle coordinate dei detti punti, la quale si suppone essere uniforme, 
finita e continua, ed egualmente per le sue derivate prime; le stesse 
forze in tale caso diconsi pure conservative. 

Per up sistema conservativo dunque, dinotato d T il lavoro elemen- 
tare delle forze, si ha identicamente 

(6) dT = dU=ZZX,,dx,^-[-lXKdx,u 

designate X^^ le componenti secondo gli assi coordinati delle forze este- 
riori, ed X'^i quelle delle forze interiori e delle forze dei legami, esteso 
il primo sommatorio ^ a tutti gli n punti del sistema, ossia a v=i, 2, ..., «, 
e con ciascuno di questi valori esteso il secondo sommatorio ad ì = i, 2, 5. 

n lavoro XX-^w^^vf risulta nullo, quando il sistema sia rigido, 
o dipendente da tutt'altri legami a resistenze bilateralL 

Indicando c^, e due configurazioni distinte del sistema, corrispon- 
denti ai tempi ^o e /, il lavoro totale T delle forze nel passaggio dall'una 
configurazione all'altra, è 

(7) T= f'dU=U.-U^, 

designati Ut , U^^ ì valori della funzione U corrispondenti alle due con- 
figurazioni; dalla quale eguaglianza (7) risulta che per un sistema con- 
servativo 5 il lavoro totale delle forze agenti sul medesimo è indipendente 
dal modo, con cui si effettua il passaggio di 5 da una configurazione 
ad altra, ossia è indipendente dalle configurazioni intermedie, ma dipende 
solamente dalle confiiguraaoni iniziale e finale. 

La reciproca è evidente, giacché se il lavoro delle forze non dipende 
che dalla configurazione iniziale c^ e dalla finale e del sistema, la funzione 
U esiste, e il sistema sarà conservativo ; considerata infatti la c^ come 
configurazione fissa, il lavoro T varia solamente con la scelta della con- 
figurazione finale e, conseguentemente è funzione delle coordinate x^^ dei 
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punti del sistema in tale configurazione, ossia è 

la somma dei lavori elementari delle forze è dunque una differenziale 
totale esatta di una certa funzione delle coordinate dei punti del sistema, 
il quale pertanto è conservativo. 

In particolare, se si ha un solo punto P, che partendo da una po- 
sizione P^ , alla quale corrisponde il valore U^ per k funzione delle forze, 
e vi ritorna dietro aver descritto un contorno chiuso, il lavoro compiuto 
dalle forze agenti sullo stesso sarà nullo, avendosi cioè 3^ U^ — ^o^^^* 

Con la indicata fimzione delle forze sia posta in coesistenza un'altra 
funzione uniforme, finita e continua, assieme aSe sue derivate prime, 
n(x,, , x^^, . . . , x^^) delle medesime coordinate dei punti del sistema, 
legata alla U per l'equazione 

(8) u+a = K, 

essendo K uiu costante^ ovvero per l'equivalente 

(9) dT=:dU= — da; 

e se si sceglie la costante K 2, modo, che n si annulla in una configu- 
razione determinata c^ del sistema, cioè a dire assunta iST = Uc^, il va- 
lore di n^ , corrispondente ad una configurazione qualsiasi, è uguale alla 
somma dei lavori delle forze agenti sul sistema nel passaggio da essa 
configurazione e alle speciale c^, giacché per la (9) si ha 

(io) t=- rdn = n,-n.„ = n,, 

essendo n^^ = o. 

405. Energy ciKÉmcA, poteuzialb, totujé nel movimento di un 
SISTEMA. ^^ L'equazione (26) del S 33^ relativa al teorema delle forze 
vive stante le superiori designazioni può scrìversi 

(li) i^-— — = — dn, ovvero il-^« — — ^nl = ov 

ed integrando si ha, dinotata H la costante, 

(12) 2J!^ + u = h. 

2 

, cioè la semiforza viva totale del sistema, dicesi Ve- 
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mrgia cinetica del sistema, e dipende solamente dalle velocità dei suoi 
punti, la n si denomina V energia potenziale, la quale dipende anicamence 
dalle posizioni dei detd punti; le due energie pertanto sono di specie 
differenti, ma che tuttavia possono esprimersi con ooa stessa unità di 
misura, il chilogrammetro per esempio; la loro somma algebrica^ ossia 



-f- n si chiama V energia iotak, e ^equazione (12) dimostra che 



2 

la medesima per un sistema olonomo conservativo è costante, in ciò con- 
siste il principio detta conservazione deU* energìa, che si può enunciare come 
segue: 

Nd movimento di un sistema olonomo conservativo l'energia cinetica e 
l* energia potenziale potranno variare, ma la loro somma rimane costante, e 
perciò le due energie sebbene di natura differente si trasformano scambievol- 
mente, 

a) Consideriamo il sistema di due punti di masse m^,m^, in movi- 
mento libero e che si attraggono scambievohnente secondo la legge New- 
toniana ; ad un istante t sieno v^ , v^ le loro velocità, ed r la distanza ; 
pel lavoro della forza scambievole (§ 213) si ha 

— *dr = d . 



e per la semiforza viva totale 

quindi, con riguardo alle (9), (12), per l'energia totale del sistema si ha 
(13) jj _ ^1^? "("•»*> ^» ^t^i 

donde emerge che crescendo la distanza r fra i due punti, diminuisce 
l'energia potenziale, perciò di altrettanto dovrà scemare l'energia cinetica. 
h) Sia un sistema rigido in movimento libero, tenuto conto delle 
indicazioni e designazioni dei §§ 84, 85, le componenti della velocità v 
di un punto qualsiasi M secondo gli assi fissi, ai quali si riferiscono i 
punti del sistema, sono fornite dall'espressioni (5) del citato § 85, perciò 

v' = (u, + «,x, — WjX J + (ti. + tó^x, - tó,x,y + (u^ 4- a),x, — a)^,y ; 

sviluppati i quadrati, e tenute in riguardo le dinotazioni (2), (3) del § 154 
pei momenti d'inerzia A. e pei prodotti d'inerzia B. del sistema, relati- 
vamente alla terna di assi ortogonali ox^ facente parte del sistema, i quali 
si muovano parallelamente agli assi fissi, si consegue l'espressione seguente 
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dell'energia cinetica» dinotata M l'intera massa del sistema, ed u la ve- 
locità del ponto dello stesso sistema prescelto per origine dei detti assi 
mobili, 

(14) { — (5.<^a«3 + ^a^^J^» + ^3^«"*) 

Se si prende per il centro di graviti G del sistema, attesoché 
^mxj = o (* = I, 2, 3), questa espressione (14) si semplifica come 
segae 

2 2 '2 aal i U 

la quale si riduce ancora più semplice nella forma 

(16) ^ = ^ + ±.(^Ay, + Ay^^Ay;), 

quando gli assi mobili sieno gli assi principali centrali d'inerzia. 

La stessa (14) si semplifica molto più che nella forma (15), allorché 
il punto sia immobile, perciocché essendo u nulla, risulta 

(jy) .^^=-L(^^a)J+^,a>J+^,tó;-2fi.w 

e poiché A. , £. non dipendono che dalla configurazione del sistema, e 
dalla distribuzione delle masse dei suoi vari punti, ne segue che : 

Nel movimento di un sistema rigido attorno un punto fisso, Venergia 
cinetica va espressa da una funTiione quadratica omogenea delle tre compo- 
nenti <ùj^ della velocità angolare di rotazione istantanea del sistema. 

La medesima assume la forma ridotta 

(18) Z^= -L(^^„j ^ Ay^+Ay;), 

quando gli assi mobili sono assi principali d'inerzia relativamente al punto 
fisso. 

In quest'ultimo caso, se il sistema sia un corpo pesante, di cui di- 
notiamo G il centro di graviti, P il peso totale appUcato in G, preso il 
punto fisso per origine altresì degli assi fissi x ^ , e la verticale per 



GAP. VI. — ALCUNE SPEGIAUTÀ NBI MOTI DEI SISTEMI. 337 

Ox dall'alto in basso, dinotato r il raggio OG, 6 l'angolo tra lo stesso 
e Tasse Ox , sì ha : Pr cos 6 pel lavoro dovuto alla gravità, — Pr cos 6 
per l'energia potenziale, ed 

(19) H = ^(Ay, + Ay. + A^,.]) - Prcose 

per l'energia totale. 

II. — Piccoli movimenti di un sistema intomo ad una 

posizione d'equilibrio stabile. 

406. Consideriamo un sistema olonomo conservativo, pel quale per- 
tanto deve esistere una funzione U delle forze, (5) del § 404, a vincoli 
indipendenti dal tempo, ed avente k gradi di libertà, talmentechè le coor- 
dinate degli n suoi punti siano esprimibili come le (2) del § 403, soppressa 
/, dipendentemente da k parametri arbitrari , o coordinate Lagrangiane 
^,(e = I, 2, . . . , i); inoltre supponiamo che per un certo insieme di 
valori a^ y a^y . . . y a^ di queste coordinate, esso prenda una posizione 
d'equilibrio stabile, conseguentemente che la U funzione di dette coordi- 
nate, ossia U = /(j, , q^y ... y q^y per gl'indicati valori a, delle j, 
assuma un valore massimo, che dinotiamo U^ , perciò le derivate prime 
di essa funzione rispetto alle variabili y, , e pei valori predetti, le quali 

dinotiamo I —. — ■ , siano tutte nulle. 
V àq, A 

Spostato il sistema alcun poco dalla posizione d'equilibrio stabile, ed 
abbandonato a se stesso, seguiranno piccoli movimenti, pei quali le 9, 
assumono i valori y^ = a, -|" '^i > ^^ variabili x, essendo piccolissime, e 
la funzione U diverrà 

Supposto che la medesima sia sviluppabile secondo la serie di Taylor, 
stante le premesse, e le designazioni sopra stabilite, si ha 

dinotando jR il resto della serie contenente termini di terzo ordine e di 
ordini più elevati delle variabili x, ; e stantechò gli spostamenti del sistema 
dalla sua posizione di equilibrio stabile sono piccolissimi, quindi le \ 
essendo di simili grandezze, le supponiamo cosi piccole da potersi trascu- 
rare le loro potenze, o prodotti, di terzo e di ordini più elevati, cosicché 

F. CALnAAiKA. — UecuuUea, voi. II. 43 
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ùd superiore sviluppo di (7 si potrà trascurare il resto R della serie, ed 
attenerci soltanto all'espressione 

(2) U= t^.-^(A.,x; + 2t.,x.x.-|-... + 2A.»x.x, + *„*: -!-...), 

in cui i coefficienti 6,, , b^^, . . . , b^^ , ft„ , ... sono i valori assoluti 
delle derivate 

ponendo per le q^ i valori particolari a, y i quali valori assoluti di esse 
derivate per corrispondere al massimo di Uy giacché è reso esplicito il 
segno — ai termini seguenti U^ , devono risultare tutti positivi ; scartiamo 
intanto i casi particolari pei quali le predette derivate si annullano tutte. 
Dalle (2) del § 403, soppressa t che non dev'essere compresa espli- 
citamente, dappoiché è supposto che i vincoli del sistema siano indipen- 
denti dal tempo, si conseguono le derivate prime espresse come s^ue: 

(3) ^ = Qiw, + (?.•'?;+••• + QiV?; . 

posto successivamente v = i, 2, . . . , n, e con ciascuno di questi valori 
accoppiandovi i = i, 2, 3, essendo altresì q^ = —r^i} = i> 2, . . . , i), 

e le elV > 2la > • • • funzioni delle q, . 

Sostituite le (3) nell'espressione 2 T della forza viva totale del si- 
stema, viene 

in cui le ^„ , 4',a > • • • > ^ik > ^^22 » • • • ^^^^ funzioni composte con le 
q^; e se ad esse y, si sostituiscono a^ -f- \ , quindi %[ alle q[ , osservando 
che atteso la piccolezza delle q^ e delle rispettive derivate q[ , con riguardo 
in corrispondenza alla piccolezza delle \ e delle x[ , se si voglia limitare 
l'approssimazione di T alle quantità piccolissime di secondo ordine inclu- 
sivamente, devonsi prendere per le ^^^ , ^^^y ... soltanto i valori che 
esse funzioni acquistano surrogandosi alle q^ i valori particolari a, , valori 
di codeste funzioni che dinotiamo c^, , c^^y ... ; in conseguenza di ciò 
per la semiforza vìva totale del sistema risulta l'espressione quadratica 
essenzialmente positiva 

(4) r = -^(,c„w,^ + 2c..x:x; + . . . + 2c„x;x; + c„x'; +...). 
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407. Con questa espressione e la (2) formiamo Tequazioni di La^ 

GRANGE, (6) dei § 338, le quali per essere le derivate -j — , quindi le 

dT 

2 — tutte nulle, stante la limitazione sopra specificata per T, cioè di non 

contenere le x, , vanno tutte incluse nella 

d dT dU 



T — -XT- = 0> 



dt dìf.[ d\ 
o specificatamente nella 

(5) ^.,< + ^„<+ — h^.*'^^ + ^,^ + *ea^^ h^*^=o, 

con porre per e successivamente i, 2, . . . , Jfe; le quali equazioni dif- 
ferenziali simultanee in numero ky lineari di secondo ordine a coefficienti 
costanti, e secondi membri nulli, s'integrano ponendo 

V-ii P-a » • • • > V-ki ^> Pi > Pi > "fi Pi sono costanti arbitrarie a doversi 
determinare. 

Ora, la sostituzione di esse (6) nella (5) dà le seguenti k equazioni 
simultanee 

(^) I f^, (*a. — r" cj + (A, (*„ — r' cj H h f^* (*.i - r' cj = o, 

(^, (*i. - »-' ^*,) + IS (^. — ^' ^»a) H h 1^* (^* - r' e,,) = o, 

per la coesistenza delle quali, ed affinchè le (a^ non siano tutte nulle, bi- 
sogna essere idendcamente nullo il determinante dei rispettivi coeffidenti| 
ossia, posto y = r^ bisogna che sia soddisfatta l'equazione in y, 

^, — ^^a, I *aa — y^aa > • • • > Kl ~ J ^t% 



(8) 



= o. 



K — y<^u » K —y(^i2 > • • • » ^* — ^^^m 

Quest'equazione, di grado k nella j^ dà A valori per essa incognita, 
quindi si hanno 2 k valori per r = j: f/)» , a due a due eguali e di segni 
opposti ; assumendo tutti i positivi, giacché nella (6) col cangiamento di 
segni contemporaneo di r e p non cangia cos (r ^ + p), li dinoteremo 
r, , r, , . . . , fj , e le radici della (8) devono risultare tutte reali, positive, 
ineguali (confr. per maggiori sviluppi il trattato di Mecc. raz. di Appeul, 
più volte citato). Sostituendo nelle (7) l'uno dei detti valori di r, poniamo 
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^i> P- ^«9 ^^Q I^ Stesse equazioni si potranno determinare i rapporti di 
k — I delle jx, all'una di esse, cons^uentemente pel dato valore r, si po- 
tranno esprìmere tutte le (i in funzione di una medesima arbitraria \ y 
si avranno doè a dire 

essendo J, , d^, • • • > ^^ coefficienti determinati ; e si cons^[uirà pertanto, 
mediante la (6) il sistema di soluzioni pardcolarì per le x, ossia 

X, = (i,\cos(r,/ + p,) («=i, 2, .... *), 

le quali contengono, oltre alla X, , la quantità arbitraria p, . 

Con tale procedimento si avranno dunque k sistemi di soluzioni 
particolari dell'equazioni differenziali (5), b cui somma costituisce la so- 
luzione generale, contenente ik costanti arbitrarie, tutte incluse con 
e = I, 2, . . . , Jb nella 

(9) *• = à.\ cos (r,i + p.) + ^,\ cos (rj + p J H 1- 1,\ cos (r,i + p^, 

essendo e^, . . . , {, , similmente ai d^ , altri coefficienti già determinati. 
L'oscillazione generale del sistema è pertanto il movimento risultante di 

k oscillazioni parziali, i cui periodi sono rispettivamente — , — , 



^ ^ r, 



e le (9) manifestano ciò che si suole designare la sovrapposixiont dei 
piccoli movimenti. É evidente poi che se i valori r^ , r^ , . . . , r^ siano 
incommensurabili, anche i tempi delle oscillazioni parziali saranno incom- 
mensurabili, ed in conseguenza il sistema non potrà mai riprendere la 
sua prima configurazione; invece, se r, , r^ , . . . , Tj siano commensura- 
bili, e si dinoti D la loro più grande comune misura, il sistema, come 
si rileva facilmente, ritornerà sempre alla medesima posizione in fine di 

un tempo = -j:^- , onde sarà il periodo dell'oscillazione composta del 

sistema. 

408. Applicazione. — Supponiamo, p. e., che il sistema in conside- 
razione abbia due gradi di libertà, perciò sia ik = 2, l'equazione (8) in 
tal caso, osservando che i,, = i„ , c^, = c^^ , si riduce alla 

*«, — )' ^..> K — yc^ 



ovvero 



la 
la 



= 0, 



(Pniy - bj(c,^y - bj - {c,,y — bj' = o, 
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equazione di 2^ grado in y, che fornisce per questa incognita due valori 
reali, positivi ed ineguali, ed in conseguenza risultano per r due valori 
reali ed ineguali r ^ , r^ . 

Con essi le (7) forniscono 

Pi __ Ta ■% Pi H» ^ 

perdo vengono 

d =c r^ — b ^ d =b —e r\ 

1 *^ia I la > ^x li ''11' i> 

e==cr* — b . e ^== b — cr*. 

i •'la a *^ia » "^a "ii '^ii a » 

e di seguito dalla (9) risultano le due equazioni del movimento 

m S *' ^ ^^" ^' - ^a) ^, COS (^ < + P.) + (^la ^a " *«a) \ CO» (f, ^ + pj, 

^ ^ ^a = (*„-^„0\cos(r,* + p.) + (i„-c„rDX,cos(r,l + pJ, 

con quattro costanti arbitrarie \, \y p, , p^ , che si determinano rimon- 
tando allo stato iniziale del movimento; e si rileva che, in vicinanza alla 
posizione d'eqmlibrìo stabile, il movimento è risultante da due oscillazioni, 

i cui periodi rispettivi sono — , — , ì quali, se siano fra loro commen- 

surabili, danno luogo ad un periodo di ritorno del sistema ad una me- 
desima configurazione. 

III. — Movimenti stazionari. 

409. Assi PERMANENTI ED ASSI SPONTANEI DI ROTAZIONE. — Ripren- 
diamo in considerazione il movimento di un sistema attorno un asse 
(S 345» ^ ^-)> ricordando che preso Tasse di rotazione per uno degli 
assi coordinati x. , per Tasse x^ supponiamo, ed essendo ai la velo- 
cità angolare della rotazione, con riguardo alle reaàoni Z\ Z" dà due 
punti A'y A" determinanti Tasse di rotazione, e preso A per origine 
delle coordinate, l'equazioni del movimento sono le (io) del § 547. 

Supposto che le forze applicate al -solido ammettano una risultante 
la quale passa per 0, in tale caso hanno luogo l'eguaglianze 

(0 Z(^i ^a - *a X.) = Z(^a \ " *, ^a) = Z(^, ^. " ^. X,) = <>, 

per la (7) del % 546 risulta iioi = o, o) = costante, il movimento perciò 
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è uniforme, e le menzionate equazioni (io) del § 347 diventano 

o = Zx, + z;+z;, 
u>'X^x^x^ = — x'/z';, iù'^mx^x^ = — x;'z;' . 

Considerato come punto fisso, cerchiamo se nelle premesse con- 
dizioni possa avvenire che la reazione del punto A*' fosse nulla; a dò 
occorre essere ZJ' = o (i = i, 2, 3), e dalle due ultime equazioni (2) 

vengono Teguaglianze ^w x, x^ = ^m x^ x^ = o, manifestanti che Tasse 
di rotazione dev'essere asse principale d'inerzia rispetto ad 0, e poiché 
l'accennato punto A" non esercita alcuna azione sul corpo ruotante, si 
può sopprimerlo, conseguentemente ha luogo il seguente 

Teorema I. — Se un corpo solido, mobile attorno un punto fisso, è 
sottoposto a for^ esteriori ammettenti una risultante che passa per questo 
puntOy e il corpo comincia a girare attorno un asse principale d'iners^ia re- 
lativo al punto fisso, esso continuirà indefinitamente a girare intorno allo 
stesso asse con moto uniforme. 

Per tale proprietà gli assi principali d'inerzia assumono talvolta la 
denominazione di assi principali di rota^^ione. 

Supposto in secondo luogo che nessuna forza esteriore agisa^ sul 
corpo, quindi siano ^X. ^ o(i = i, 2, 3), per avvenire che anche la 
reazione del punto 0, ossia di A'y sia nulla parimenti che quella dell'altro 
punto A''y occorre dover essere altresì Z[ = o(i = i, 2, 3), risultando 
dalle due prime equazioni (2) l'eguaglianze ^mx^ =:^mx^ = Oy le 
quali manifestano d'essere il centro di gravità del solido, perciò l'asse 
di rotazione è un asse principale centrale d'inerzia, ed in conseguenza si 
ha quest'altro 

Teorema II. — Se un corpo solido interamente liberOy che non sia sot- 
toposto ad alcuna for^a esteriore, comincia a girare attorno un asse princi- 
pale centrale d*iner[ia, esso continuirà indefinitamente a girare attorno di 
quesfasse con moto uniforme. 

A causa di tale proprietà gli assi dell'ellissoide centrale d'inerzia di- 
consi pure assi spontanei di rotazione, 

410. Moti stazionarti in genere. — I movimenti considerati nel § 
prec. sono casi speciali di moti stazionali; passando alla considerazione 
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di tali movimenti in genere, seguirò (riassumendo) io sviluppo dato a 
questo assunto dal chiarissimo Professore Levi Qvita, in talune note inse- 
rite nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (6 e 20 gennaro, 3 marzo, 
5 maggio, I e 16 giugno 1901). 

Si abbia un sistema olonomo, a legami indipendenti dal tempo, e 
soggetto a forze conservative, con n gradi di libertà, la cui energia to- 
tale sia espressa per la funzione 

essendo p^, x^(h=iy 2, . . . , n) 2n variabili date dal sistema canonico 

e siano 

m relazioni invarianti, ovvero integrali (le costanti in tale caso essendo 
incluse nelle F) pel moto del sistema, indipendenti dal tempo t, in invo- 
luzione, e risolubili rispetto ad altrettante p, che in forma risoluta desi- 
fi[niamo 

CO Pr ^^ fr CPw-i-i y • ' ' y Pn'y ^i > ^zy • • • > \j (r = I, 2, . . . , m). 

Si dinoti se ciò che diventa if, quando alle p^ si sostituiscono le 
rispettive espressioni (e), e si pongano 



/•rv SS Qm^ 

W Tr = ^' "5 — ^ (f = m+i, ..., n), 

Sp, Sx. 

essendo implicita la condizione che queste equazioni siano compatibili, 
cioè a dire che esistano effettivamente valori p^°^ , xf^ , pei quali le stesse 
equazioni restano soddisfatte; è poi beninteso che tutte le funzioni sopra 
considerate sieno regolari, almeno in un certo intorno degli accennati 
valori p[°^ , xf^ . Le medesime equazioni invarianti (d) traggono come 
necessaria conseguenza le 

W -Z — = (r = I, 2, . . . , m). 

Ora, s'immagini di sostituire alle variabili />, x altrettanti parametri 
'1 9 ^2 > * * * ' ^2n* ^^ ^ definire lo stato di moto del sistema, almeno in 
un intorno di un insieme di valori pf^ , xf delle p, x, soddisfacenti alle 
(i), (d), e si potrà asserire : 

I® Che le (b) espresse per le e sono atte a definire m parametri (e, f 
*2 > • • • > O ^^ funzione dei rimanenti. 
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2° Che, tenendo conto delle stesse (b), si ha una trasformazione biu- 
nivoca fra i due sistemi di 2n — m variabili 

3® Che la funzione -ff* (s^_^, , . . - , e^J risultante dall'energia to- 
tale JT* espressa per le e, col sostituire i valori di e, , e^ , . . . , e^ de- 
finiti dalle (lf)y coincida con IT^ differendone per la trasformazione sudetta. 

In conseguenza l'equazione dJB^ = o equivale alla 

dH= o, 

ossia alle (d) che insieme alle (e), espresse per le e, servono a caratte- 
rizzare le soluzioni particolari ^^ direttamente nelle variabili e, dalle quali 
si desume le possibili stazionarietà del moto in considerazione. 

La precedente regola enunciata nell'ipotesi che le variabili di riferi- 
mento sieno canoniche, ossia definite pel sistema canonico (a), vale in 
generale egualmente, comunque si scelgano esse variabili. 

411. Moti stazionaru nel movimento considerato dalla Kowa- 
LEVSKi *). — Vediamo come si applica ciò che è svolto nel precedente § 
a qualche movimento particolare, e scegliamo il movimento di un solido 
pesante attorno un punto fisso nel caso studiato dalla Kowalevsri, e 
pei possibili moti stazionari rilevati da Levi Civfta. (Note citate, 5 maggio, 
I e 16 giugno 1901), adottando tuttavia le nostre abituali segnamre. 

Riprese l'equazioni (12) del § 357 pel movimento di un solido at- 
torno un punto fisso 0, e supposto che sia un corpo pesante, abbiamo 

in cui le Aj^(k = i, 2, 3) dinotano i momenti d'inerzia, relativamente 
agli assi principali d'inerzia O^j mobili col corpo ruotante, pj le compo- 
nenti secondo codesti assi della velocità angolare istantanea di rotazione 
0), cL-j^ ì coseni degli angoli che gli assi mobìli 0^^^ formano con gli assi 



*) Memoria premiata dall'Accademia delle Scienze di Parigi nd 1888, inserita nel 
tomo XII degli Acta Mathematica, pag. 177-232. 
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fissi Ox-, ed in ispecie a^^ , a^^, a^^ con Tasse fisso Ox^ , preso questo 
in senso verticale dall'alto in basso, le H sono le coordinate del centro 
di gravità G del corpo rispetto agli assi mobili, e P il peso dello stesso 
corpo applicato in G; per brevità nel seguito sopprimeremo alle a^, , 
*5a * *33 ^ pfù^o indice, intendendosi perciò per «, > «, > «3 i coseni 
degli angoU formati da 0$,, 0$,, 0$^ con Tasse verticale Ox^. 

Si suppone il corpo costituito a modo, che Tellissoide d'inerzia ri- 
spetto ad O sia di rotazione, il cui asse si prende per 0^, , perciò siano 
A^ , A^ eguali, e secondo la Kowalevski A^=i A^=^ 2A^, quindi Tel- 
lissoide sia allungato, inoltre che il centro di gravità G sia posto sul 
piano equatoriale 5, 05^ dell'ellissoide, sicché ^^ = o ; e poiché la scelta 
della direzione degli assi O^, , 0^, in detto piano é a piacimento, si 
prende OG per la direzione positiva delle $, , sarà perciò ^^ = o, e si 
riterrà 5® > o, onde scartare il caso considerato da Eulero, d'essere cioè 
il centro di gravità coincidente col punto fisso. 

Con Tespresse condizioni, e posto i* = P^^ : A^ (costante assolu- 
tamente positiva) Tequazioni (3) si riducono alle seguenti 

(4) "-^ = f.A. ^% = -f,A-*'.,. -^ = ''" 

e si devono tenere in coesistenza queste altre tre 



2 > 



= P,«a— Pa 



a. 



di ''^-a ra-,> 

(5) ^4n^=A«,-/>3^. 



di 

doi^ 
IT 



= Pa«. — P,«a 



dedotte dalle (h), (t), (k) del § 36, soppresso Tindice i = j. 
Pel caso in esame, oltre alla relazione 

(6) Z«Ì=i (*=i, 2, 3), 
si ha un primo integrale algebrico 

(7) 2/),a, + 2/),«,+/),a, = iX, 

che si deduce direttamente dalla (14) del § 358, stante Tipotesi 
^j =: ^j = 2-4j , e designata AX la costante C : -^4^ , la quale espressione 
dimostra essere costante la somma dei momenti delle quantità di movi- 
mento rispetto all'asse verticale O x^ , e dicesi perciò V integrale delle aru 
pei piani ori^:^ontali, 

F. Caldarika. — MnuuUcut voi. il. 44 
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Per ottenere un secondo integrale algebrico, si moltiplichino le se- 
conde equazioni (4), (5) per i = ^ — i, e si sommino con le rispettive 
prime equazioni, ne vengono le seguenti 

2-^(P. + iPÙ = - iPsiP. + iPÙ - »*'«, . 

77(«, + *«J = — »>,(«. + »«,) + i(P, + «/>»)«, ; 

eliminando fra le stesse * , si consegue 

4r^(p. + ipy + **(«. + i«j] = - ip, kp, + ip,y + *'(«. + i«.)]. 

ossia 

-^ • log. ip.[(p, + .>.)' + *'(«. + i«J] = - »/>, ; 

sostituita in quest'ultima — 1 ad i, e sommato il risuluto con essa stessa 
equazione, si ottiene 

d.iog.ip.[(p, + ipy + ix». + i« J] X [(p. - ip.)' + n«. - «.)] = o. 

integrando, e designata per omogeneità k^ p.^ la costante, si ha il richiesto 
integrale (scoperto dalla Kowalevski) 

(8) [Q, + ip^y + *'(«. + ««jico». - ipy + **(«. - i« j] = ^(** • 

Al medesimo, introducendo una nuova ausiliaria e, si può sostituire 
il sistema equivalente 

(9) *'«. = *>* cose -p]-\^pl^ k'cL^ = *>' sen e — 2p,/>, ; 

infatti, sostituite queste due espressioni nel primo membro della (8), e fatti 
gli sviluppi occorrenti, dietro riduzione si ricade nell'identità k^ |x* = i^ p.* . 
Per l'energia totale del corpo in moto, stante l'espressione (19) del 
§ 405, e poiché nel presente caso si hanno A^ := A^=^ lA^^ r = $^ , 
cos6 = a^, Pr cos 9 = k^a^A y potendosi pure ritenere A^ = 1 con 
una convenevole scelta dell'unità di massa, dinotata altresì h la costante, 

risulta 

(10) H = p^,-\.pl-]-^p]~kU, = h. 

Adunque, oltre della relazione (6), si hanno i tre integrali algebrici 
(7), (8), (io), od invece di (8) il sistema (9), per cui mezzo, essendo 
dati tre dei sei elementi del movimento />* , «i (A = ij 2, 3), si potranno 
calcolare gli altri tre, purché coi dati dello stato iniziale del moto siano 
anteriormente determinate le costanti incluse in essi integrali ; il problema 
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pertanto è riducibile alle quadrature, come ha fatto conoscere la KowA» 
LEVSKi nella Memoria sopra citata. 

41 2. Qò premesso pel movimento in generale del sistema, passiamo 
alla considerazione dei moti stazionari, e discutiamo in primo luogo il 
caso in cui sia costantemente p^ = o. Con tale condizione, la prima 
equazione (4) dà />, = costante, e dalla terza risulta a^ =: o, in conse- 
guenza per la seconda equazione (5) viene />, a^ = o, quindi dev'essere 
a^ = 0, ovvero /), = o. 

a) Avendosi a^ = o, poiché a^ = o, dalla relazione (6) risulta 
ttj = Jt I, e dalla terza (5) segue p^ = o, le (7), (8) pertanto riman- 
gono soddisfatte ; intanto, essendo /?, costante, /)^ =/?j = o, a, = i i> 
emerge trattarsi di un movimento uniforme attorno l'asse baricentrico 
OG posto verticalmente, e poiché 0^, é un asse principale d'inerzia 
rispetto ad 0, conformemente al teorema I del § 409 il movimento è 
stazionario. 

h) Se poi a soddis&re l'equazione />, a^ = o sìa p^ = o, poiché 
pj = Pj = a^ = o, la seconda equazione (4), la prima, e terza (5) di- 
ventano 

(11) 2^» = -*.,. -^ = _p,«,, -j^ =/>.«., 

si rileva pertanto trattarsi di un movimento attorno OC, posto orizzon- 
tahnente, dappoiché a, = o, analogo al moto di un pendolo composto ; 
infatti, essendo 6 l'angolo di deviazione dalla verticale dell'asse baricen- 
trico G ad un dato istante /, considerato 6 positivo, si ha come sopra 
a, = cos6, di seguito a^ = sen6, e per la seconda (11) avendosi 

j— =/>,, la prima dello stesso sistema dà la seguente equazione tipica 

del movimento pendolare, (12) del $ 348, 

(12) _ = «_.sene; 

tuttavia, affinchè il movimento fosse stazionario, bisogna essere oscillante, 
quindi il centro di gravità G deve restare sempre al disotto di 0, ossia 

il valore assoluto di 6 dev'essere minore di — . 

2 

413. Venendo agli altri casi dei moti stazionari, devesi esdodere dì 
essere contemporaneamente a, = 0, a^ = o, giacché per la (6) verrebbe 
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a^ = i: X, per le prime due equazioni (5) si avrebbero p^=z p^ = o, 
in conseguenza la seconda equazione (4) non potrebbe essere verificata. 
Devesi d'altro canto escludere parimenti che fosse a^ = o, dappoiché in 
tale caso scomparirebbe dalla (7) la p^ , che neppure è compresa nella 
(8). sicché rimanendo escluso p^ tra i parametri, che a mezzo delle stesse 
(7), (8) devonsi eliminare dalla (io), per conseguire le soluzioni stazio- 
narie si dovrà verificare l'equazione 

ritornandosi cosi al caso particolare gii considerato nel prec. ^. 

Ciò premesso, in luogo dall'int^ale (8) si adoperi il sistema equi- 
valente (9), mediante la prima di esse relazioni si elimini dalla (io) la 
a, y onde si ha l'espressione 

(13) ^= ^P\ + t/>i - *V'cost, 

in cui devesi considerare p^ come definita dall'equazione (7), perciò quale 
funzione delle p^fp^, «, i «^ , a^ , e della s per l'intermedio delle a, , 

*a> Ri- 
prendiamo /), , p^yt per le variabili indipendenti, che coerentemente 

al § 410 dovremmo dinotare e, , e, , e, , ma senza equivocare possiamo 
mantenere le stesse segnature />, > />, > ^> ^ ^^^^ formiamo l'equazione (e) 
di detto 5, scrivendo 



. . ^^ dir dH 

04) -5^ = 0, -3^ = 0, ^ = 0. 

Ora, poiché dalia (13) derivano 

dS: _ S JT ■ ^.g dp, _ dp^ 

dp, ~ ip, "^ S/», ' dp, - ^P' "*■ ^' dp, ' 

dp, - ìsp, ' dp, - ^' dp, ' 

dM ijff , ÌH dp, ,, , , ^ dp. ,, , , dp. 

bisogna a mezzo delle (6), (7), (9) conseguire le derivate di p^ dipen- 
dentemente dalle sudette variabili indipendenti ; pertanto dalle (9) si de- 
ducono 
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^p. 


zr - 


. ^/^r 

É* ' 








V-' 


sen « — — 


-ìf(*'«= 


>-\-iP.Pd> 




— 




8«, 


^P, 


s«. 


fi.*r 


I 

•ne e — __ 


fh*a -»- 


b* — h'\ 



e con queste derivate mediante la (6) si hanno 
Sa, X / Xa, , Sa^\ 2 , . ^ 

Sa, 

■^ 

Sa* 



I / da. , da, \ 2 , 



per la (7) poi, considerata p quale funzione ^ p,, p^, e della t per 
l'intermedio delle a, , a, , « , risultano 

dpy_ _ }pì_ , }pi_ Ifj. I ÌPl if!i. + i£j. l^L 
tip. «p. Sa, Sj», "^ Sa, ■ S;,, "^ S« ■ 



'^i', h, S«. 8p. "^ Sa. S/>, "^ Sa 
<^f3 _ Sj>, , Sp, Sa. , Sj>, Sa, Sj) 



<i* 



=1r+ 



S 



+ 



Sa. S 



Sa' 

Sai 
Sa. 



ma dalla stessa (7) si deducono 

«. ^Pì 



Sp, 

sp. 

Sj>> _ 2 

Sa. « 



Sa 

Sa. 



a 
j 



sp, _ 



2p. 



S( 

Sa. ~ 



= 0, 



conseguentemente, mercè le precedenti espressioni si ottengono 
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iafiae, la sosdtimooe di qnesc^ahane eqwessoni fornisce per le richieste 
derivate 

le quali, com'è facile rilevare, verificano l'eguaglianza 

sicché il Sistina (14) si riduce alle due prime equazioni 

414. Per la seconda equazione di esso sistema, poiché devesi esclu- 
dere di essere p^ = 0, si ha 

la quale, stante la terza (4) e terza (5), si riduce alla seguente 

manifestante che in tutto il movimento il rapporto dì p^ ad a^ é costante» 
non nullo né infinito, dappoiché entrambe esse due quantità non sono 
nulle ; dinotato k : v tale rapporto, essendo v una costante finita diversa 
da zero, si ha la relazione 

0?) ^'P, = *«,» 

mercé la quale la (16) diventa 

(x8) -«.(^ + *v)4.<«,/), = o; 
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per la prima equazione (14) poi, stante la relazione (i7)> viene 

ovvero, moltiplicando per Jkv', risulta 

(19) (2v/>, - *a,)(p, + *v) + (2v/), - fcajp, = o; 

adunque il sistema (14) va costituito dalle due equazioni coesistenti (18), 
(19), e le soluzioni stazionarie hanno caratteri diversi, secondochè per le 
stesse il determinante 

è o no diverso da zero. 



(20) A = 



= 2v(/>,«,+PaO-*« + «D 



41 5. Sia A ^ o, dall'equazioni (18), (i 9) risultano p^ -f" * ^ = Pa = ^> 
quindi di unita alla (17) e come int^rali delle (4) si hanno 

(21) /?, = -*v, p, = Oy P3 = — a^, 

per cui mezzo le (5) diventano 

e rintegrale (8) assume la forma 

(23) (a. ^-0' + < = f^^ ovvero «J + < + 2v*a, = ft* — v\ 

cosi il calcolo delle «t > «^ > ^3 ^ riduce alle trascendenti ellittiche. 

Infatti, mediante l'ultima equazione e la (6) si ottengono l'espressioni 

aj = |A* — v* — 2v'a, — aj , a| = x — |a* -j- v* -j- 2v'a, , 
con le quali per la prima (22) rìstdta 

(^4) ^di= ^«■ 



essendo a, ^, e, ^ coeflEcienti noti ; relativamente alla seconda (22), mol- 
tiplicandola per a^ , e posto a, -f- v* = w, si ha 



T' di ~ ~T"*'*J' 



ma con la stessa ausiliaria u vengono l'espressioni 

< = (A* — u* , a| = I — . (A* — v^ -f av*u. 
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per la predetta (22) pertanto si ottiene 
(25) —dt = 



in cui a\ b\ c\ d' sono pure coefficienti noti ; infine, poiché 

2v*a = |A^ 4- V* — I -f- a' , 
si ha 

e di seguito per la terza (22), dinotati a", fr", e" altri coefficienti pa- 
rimenti noti, si consegue 



(26) —dt= , 

Intanto è ad osservare che la verticale di descrive nel corpo ruo- 
tante un cono, la cui direttrice sia determinabile facilmente; giacché, 
presa su di essa verticale la distanza OD ■= i, si rileva agevolmente che 
a,, a^ sono le proiezioni sugli assi 0^,, 0Ì^ di OD, e dinotandole 
^i > ^a > i^ìsulta pel cilindro projettante di D sul piano equatoriale bari- 
centro, stante la (23), l'equazione 

(27) (>.. + ^y +<=v-\ 

il punto D è d'altra parte sulla sfera di centro O e raggio x, che ha 
per equazione 

(28) <-\-<-\-^i = I. 

e sono pertanto esse (27), (28) le due equazioni della menzionata diret- 
trice, intersezione del cilindro e della sfera anzindicad. 

Considerate sul detto piano equatoriale baricentro la circonferenza 
C d'intersezione con la sfera (28), e l'altra C data per l'equazione (27), 
ossia del cerchio di raggio p.', il cui centro ha per coordinate ( — v', o), 
si arriva alla conchiusione (contr. pei particolari sviluppi le Note citate 
del Levi Civita) che la condizione di stabilità del movimento va espressa 
dalla disuguaglianza 

(29) (v'_,x>)(i_^4_3,4)>o; 

in conseguenza, se x — p.^ — 3 ^* >" o, dev'essere v' > pi* , ossia avvi 
stabilità allorché O è fuori di C, per l'opposto se sia i — p.* — 3 ^* <C o, 
bisogna che cada entro C\ 

Se il determinante A sia nullo, si può surrogare quest'equazione 
A = o alla (19), conseguentemente essa e l'equazione (i^ costituiranno 
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il sistema (14), sicché in tale caso, stante anche la (i7)> si hanno le 

due equazioni 

II 

(30) A«. +/>,«, = —i< + <)y />,«. -/'.«, = *^«,i 

dalle quali si ricavano le seguenti, di unita alla stessa (17), come in te* 
grali delle (4), 

— L 1- t> = ^ -I- ' — ^ 

2v < + <' ^* 2v ~aj-f a* 

e mediante le medesmie le (5) diventano 

da, aj -|- a* — 2v*«^ A 






a, a. 



d/ a' 4- a* 2v * J' 

^ ^«a «,« + «D + 2v'a,' k doL, , 

— L — LL_i — i il — ! ? a — - = iva . 

dt — < + < 2v J' dt ^ • 

Le trasformazioni però riescono più agevoli adoperando gli angoli 
Euleriani (§ 32), dappoiché introdotte nelle (17), (30) Tespressioni di 
*ji f *3a > *33 fornite dal quadro (io) di detto % si hanno le tre equazioni 

k 
/),sen9-|-pjCOS9= senO, p^cosff — />jSen9= — ftvcos^, v/>j= àjcosO, 

mediante le quali e le precedenti alle (42) del § 36 si ottengono 

r . d^ k dff k ^ dd , 

(33) -J7 = > -77 = — cose, --- = *VCOS9, 

^-'-'^ dt 2v dt l'i dt ^' 

alle due ultime potendosi sostituire la seguente 

cos6(i6 — 2v*cos9(Ì9 = o, 

che ammette Tintegrale 

(34) sen 6 — 2 V* sen 9 = 2 fc, 
essendo h una costante. 

La prima equazione (33) dimostra che l'angolo ^ varia proporzio- 
nalmente al tempo, e la (34) che può scriversi 

(35) p = 2(fe + v'sen9), 

posto p = sen 6, rappresenta una lumaca di Pascal ; risulta per la stessa 
(confr. le succitate Note del Levi Civita) che il movimento ha stabilità, 
allora soltanto che la predetta curva non passa per 0, ossìa che questo 
punto sia rispetto alla curva (35) semplicemente conjugato, e non un 
punto doppiò reale. 

P. Calda&bka. — MfCCMmic; ^d. II. 4S 
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41^. Riassunto. — I moti stazionari che competono ad un corpo 
rigido pesante, avente un punto fisso 0, nelle condizioni considerate dalla 
KowALEVSKiy sono nei s^uenti casi : 

i^ Quando l'asse baricentrico OG si dispone verticale, e il movi- 
mento allora sarà uniforme attorno codesto asse. 

2^ Quando Tasse equatoriale i^ perpendicolare al baricentrico G 
si dispone orizzontalmente, il moto in tale caso sarà pendulare attorno 
i^ come asse fisso ; ond'essere stazionario però bisogna che sia osdl- 
latorìo, perciò che il centro di gravità G si mantenga più basso del punto 
fisso 0, ossia che la massima deviazione dalla verticale dell'asse bari- 
centrico OG non superi i 90^ 

3^ Proiettato sul piano equatoriale baricentrico ^, 0^, il punto D 
della verticale di distante da questo punto della lunghezza i, avendosi 
per projezione un cerchio, di cui sia (i.' il raggio, e il centro sull'asse 
baricentrico G alla distanza — v' da 0, per la stabilità del moto dovrà 
avverarsi rm^uaglianza 

quando poi la projezione anzindicau sia una lumaca di Pascal col polo 
in 0, definita dall'equazione 

p = 2(fc + v*sen9), 

per esservi stabilità bisogna che la curva non passi per 0, ossia che 
rispetto ad essa curva fosse un punto conjugato, e non un punto 
doppio reale. 



Fine del volume secondo. 
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